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 مقدمة

وأسأأأأأأحلن سأأأأأأبحانن  ،الحمد لله حمدا كثيرا طيبا مباركا فيه أن هداني ووفقني لإنجاز هذا الكتاب

                  وتعأأالأ أن فننعني  أأن في الأأدنيأأا وا يرف وأن فننا  أأن الأأدارسأأأأأأي  العرب لع   الجبر المجر 

(abstract algebra). 

                          المح ولأأأن في مجأأأالي اللمر والح قأأأا في هأأأذا الكتأأأاب نقأأأدم العأأأدفأأأد م  التمأأأارف  

(groups and rings)   ال غن العر ين ليسأأا د الدارسأأي  العرب   أ اسأأتيعاب المناهي  الجبرفن 

 . والر ط  ينها واستخدام المبرهنا  لإستنتاج العدفد م  يواصها

       اللمر والح قا  كما ور   في كتاباستخدمنا في هذا الكتاب المصط حا  العر ين في مجالي 

مكتبن الرشد تحليف : فوزان إسما يل صدقي م ، 2007 - هـأأأأ 1428) الدليل إلأ نظرفن اللمر ، 

) الدليل إلأ نظرفن  ( وكتاب17522الرفاض ص.ب  –ناشأأأأرون ، المم كن العر ين السأأأأعو فن  –

نازك  نت  –إسأأما يل صأأدقي  م ، تحليف: فوزان2009 -هـأأأأأأأأ 1430،  الح قا  ونظرفن الحقول

رق  الإفداع:  –المم كن العر ين السعو فن  – بد العلفل العيسأ ، الناشر: مكتبن الم ك فهد الوطنين 

 .  ( 978-603-00-2425-40ر مكـ :  -  1430 \2624

قا   هذا الكتاب أن فرجا إلأ  عض المراجا في مجالي اللمر والح  لدارس ل والكتا ي    أ ا

الذكر ليكون م ما  المناهي  والمبرهنا  في مجال كل تمرف  م  تمارف  هذا الكتاب ، وأن سأأأأالني 

 فحاول حل كل تمرف   منر ف أو ما آيرف  قبل النظر لح ن في الكتاب.

وأن فكون  تمنياتي أن فكون هذا الكتاب منيدا لط بن الرفاضأأأأأأيا  البحتن في الجامعا  العر ين

 ن.إضافن منيدف ل مكتبن العر ي

 فوزان إسما يل صدقي                                                        

 مصر – ك ين الع وم جامعن اللقازفق متنرغ لا البحتن أستاذ الرفاضيا                                   

                                                           17/ 12/ 2022  
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 الزمر  في تمارينأولاً:  

 ص   أ غير ذلك.إذا ن  ننرض أن اللمر في هذف التمارف  زمر ضر ين إلا ملحوظة: 

 Groups and subgroups – الزمر والزمر الجزئية  

 . 33y  =1اثبت أن  . x 7y = x 4y x ,2 =1 حيث   Gx,yزمرف ، وليك   Gليك   .1

                   .  3y = x 2x 1-y ,  3x = y 2y 1-x   حيث  Gx,yزمرف ، وليك   Gليك   .2

 . x = y = 1ن اثبت أ

 .  = 1x. اثبت أن  y = y x 2, x 1=  4x   حيث  Gx,yزمرف ، وليك   Gليك   .3

 . 5y  =1. اثبت أن  3x = y 2y 1-, x 1=  2x  حيث  Gx,yزمرف ، وليك   Gليك   .4

                                                                     حيث  x,y,zGزمرف ، وليك   Gليك   .5

                                       z y 1-= y 2z   ,  y x  1-= x 2y   ,  x z  1-= z 2x   

 . x = y = z = 1اثبت أن 

 . تكون ا دالين G. اثبت أن  Gxلكل ،  2x  =1زمرف  حيث  Gليك   .6

 . تكون ا دالين Gأن   ره .  Gx,y لكل  2y 2= x 2(x y) زمرف ، وليك  Gليك   .7

. هل  x g y = z حيث  gG. أوجد  نصر  x,y,zGزمرف ، وليك   Gليك   .8

 فكون وحيداً ؟ gالعنصر 

 . n x =1 حيث  Nn. اثبت أنن فوجد  Gx، وليك   منتهين زمرف Gليك   .9

 . |ord(x) ≤ |G. اثبت أن   xGزمرف منتهين ، وليك   Gليك   .10

                                                                . اثبت أن x,yGزمرف منتهين ، وليك   Gليك   .11

                                                                                     ord(x) = ord(x-1(         )أ( 

                                                                                  ord(x)1-ord(y x y = (  )ب(

 ) (   ord(x y) = ord(y x) 
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                                                                   . x,yGزمرف منتهين ، وليك   Gليك   .12

            3x 3x) = ord(y 5) = ord(y1-ord(y x(  فاثبت أن ،  3x 5x y = y إذا كان     )أ(  

                   ، فاثبت أن   2n =  –mحيث  nx mx y = y إذا كان  الحالن العامن لـ )أ( :   )ب(  

                                               )nx nord(y = )2-nx m) = ord(y1-ord(y x        

            حيث  mN. إذا كان  ord(x) = n حيث  ،   xGزمرف منتهين ، وليك    Gليك   .13

1n) =  , n ,  (m≤ m ≤  1    فاثبت أن ،) = nmord(x . 

. اثبت   د  أولي pحيث   ord(x) = p   حيث  ، xGزمرف منتهين ، وليك    Gليك   .14

                                                                                                                           أن

                                                                    ، p m ≤  1لكل    pmord(x = ()أ(   

 . pnord(x = (   أو  nx =1 فكون Nnلكل   )ب( 

 .  د  أولي p، حيث  pتكون زمرف  النسبن لعم ين الضرب  قياس   pZ \ }0̅ { اثبت أن .15

𝐙 n. اثبت أن   nN)أ(  ليك   .16
∗  = {m̅  ∈ 𝐙n|(m . n) = 𝐙 n، حيث  {1

هأ    ∗

                . n النسبن لعم ين الضرب  قياس التي لها معكوس  nZمجمو ن كل العناصر في 

𝐙 n ره  أن   )ب(
.                                                                                  nتكون زمرف  النسبن لعم ين الضرب  قياس     ∗

𝐙11|أوجد    ) (
∗   | , |𝐙 20

∗   | ,  |𝐙 12
∗   |                                                                                  .

𝐙 20في    9̅ 19̅̅̅̅ ,(  أوجد معكوس  ث)
∗   .   

           .  ره  أن  x ≠ y ,  ord(x) = ord(y) = 2 حيث    x,yGزمرف وليك    Gليك   .17

| x , y | = 4  . 

. اثبت أن *  x * y = x + y + xy   ,   x,yG ، وليك     G = R \ {-1} ليك   .18

                         حيث  xG، ث  أوجد  ا دالين تكون زمرف  (*, G)وأن  G  أ  اي ين تكون  م ين ثنائين 

5 * x * 6 = 17 . 

. اثبت أنن  1 = (m , n) حيث   mN . ليك   G| = n|زمرف منتهين ، وليك    Gليك   .19

   . mx = y حيث ،  Gyفوجد   Gxلكل 

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



4 
 

.                  Nn , }0≠ | |A|  (n×n)FGL(n,F) = {A حقل ، وليك   Fليك   .20

 النسبن لعم ين ضرب المصنوفا  )تسمأ  تكون زمرف غير ا دالين GL(n,F)  اثبت أن  )أ(

                                        ( .Fفوق  nم  الدرجن  (general linear group)اللمرف الخطين العامن  

 .    |GL(n,F)| د  أولي ، فحوجد  p، حيث  |mF| = p إذا كان  )ب(

Gليك   ) (  = { [
a b

−b a
] |  a. b ∈ 𝐑 .  a2 + b2 ≠ تكون زمرف  Gاثبت أن .  {0

  . GL(2,R) اللمرف جلئين ا دالين م 

تكون   N} , n1| |A| =  (n×n)FSL(n,F) = {A اثبت أن  حقل .  F)أ(  ليك   .21

تسمأ اللمرف الخطين الخاصن م   SL(n,F))اللمرف  GL(n,F) اللمرف م زمرف جلئين 

 . ( Fفوق  nالدرجن 

، ث  أوجد   G(2,R)في  S(2,R))ب(  أوجد كل المجمو ا  المشاركن الشمالين المخت نن لـ 

[G(2,R) : S(2,R)] . 

تحتوي   أ  د  منتهي  Gتكون منتهين إذا وفقط إذا كانت  Gزمرف.  ره  أن  Gليك   .22

 م  اللمر الجلئين.

. إذا كان                                   iI  i+1I حيث    I  Nزمرف ، وليك    Gليك   .23

G }≤  iI , S| i iS = { S    فصل زمر جلئين مG   1 حيثi+S≤  iS  فاثبت أن ،          

⋃S ≤ G. 

. أوجد   = y 1-, x y x 1≠ ,  y  5ord(x) =2  حيث   Gx,yزمرف ، وليك   Gليك   .24

ord(y) . 

.  n= { x nA ,  { NG | ord(x) = n \}1,2{منتهين ، وليك    زمرف Gليك   .25

 .  د ا زوجيا( 0( فكون  د ا زوجيا )  ا تبار nAالمجمو ن ) د   ناصر   |nA|   اثبت أن

  ره  أن . x,yGزمرف ا دالين ، وليك   Gليك   .26

                                 ord(xy) = ord(x) ord(y)    (ord(x) , ord(y)) = 1  
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 . اثبت أن  m = Max {ord(a) | aG}زمرف ا دالين منتهين ، وليك    Gليك   .27

ord(a) | m   لكلaG . 

(Z15)ح ل  .28
 . 〈7̅〉لإتحا  مجمو ا  مشاركن ل لمرف الجلئين   *

                                                                         . ))1 2 3)(4 5((1202أوجد    5S)أ(  في   .29

(Z15))ب(  في 
. 2̅1000أوجد  * 7̅350 . 

ً  nالتي تترك  nSمجمو ن كل التبا فل في  Hليك   .30    ، ث  أوجد  nS≤ H. اثبت أن   ثا تا

]: H nS[ . 

                      . اثبت أن x,y,zG، وليك  منتهين رتبتها  د  فر ي زمرف  Gليك   .31

                                                                                     x y z = y    x = 1            )أ(  

   x y z y x = z    x y = 1   )ب(

لإوف ر  هأ  الن  ، حيث    | nm(n – 1(. اثبت أن    m 1 حيث   Nm,nليك   .32

(Euler -function) . 

.  (Gهو مركل  C(G))حيث  xyC(G)،  حيث    x,yGزمرف ، وليك   Gليك   .33

 . x y = y xاثبت أن  

 Homomorphisms of groups – التشاكلات الزمرية   

 . Nnلكل   nZ تماثل Zاثبت أن الصورف التشاك ين ل لمرف  .34

فكون تشاكل   Gxلكل  2f(x) = x، حيث   G f : G  ره  أن  . زمرف Gليك   .35

 . ا دالين Gزمري إذا وفقط إذا كانت 

 . Zإلأ  Zأوجد كل التشاكلا  اللمرفن م   .36

 . 4Zإلأ  6Zأوجد كل التشاكلا  اللمرفن م   .37
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،  ord(x) = ord(f(x)) . اثبت أن  xGتماثل زمري ، وليك     f : G  G  ليك  .38

 .)ب ،  (  (11ث  استخدم هذا لحل تمرف  )

                                                                                          ، حيث  Aut(G)أوجد   .39

(                                  ( group-4 the klein(هي زمرف ك ي  الر ا ين  4K)  4G = K    )أ(

                                                                                               3G = S   )ب(

   ) (4ZG =  

 . متماث تي   Z , n Zأن اللمرتي    ره   .40

                                                                                         . اثبت أن    زمرف Gليك   .41

                                                        .   تكون ا دالين G، فإن  Aut(G) = {1})أ(  إذا كان  

              . تكون ا دالين G، فإن   Gx,y ,  2= (x y) 2y 2x)ب(  إذا كان  

تكون  G، فإن ، تشاكل زمري  Gx  , 2f(x) = x حيث    G f : G) (  إذا كان  

                                                                                                    .      ا دالين

 G إذا وفقط إذا كانزمري  تماثل فكون Gx  , 1-f(x) = x حيث    G f : G   )ث(

 . ا دالين

. اثبت  Gx,yلكل    y = x a y *x. ليك     نصر ثا ت Gaزمرف وليك   Gليك   .42

 . Gتكون زمرف وتماثل  )G , *(أن 

. اثبت  xG \{1}لكل  f(x) ≠ x،  حيث   fAut(G)زمرف منتهين ، وليك   Gليك   .43

                                                                                                                 أن  

                                                         .  f(y) 1-x = y حيث    Gy، فوجد  Gxلكل    )أ( 

  تكون ا دالين. G، فإن  f 2  =1)ب( إذا كان  

 . Aut(G)|  2|. اثبت أن   G|  2|زمرف منتهين  حيث   Gليك   .44

 . Aut(G)| | (n – 1)|، فاثبت أن   G| = n|زمرف منتهين. إذا كان   Gليك   .45

G = {Ia1.⋯.anليك   .46
|a1,⋯,an ∈ 𝐑} حيث ،     
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                                               Ia1.⋯.an
 =

[
 
 
 
 
1 ⋯ a1

0 a2

⋮ 0 ⋱ ⋮
⋯ 1 an

1 ]
 
 
 
 

  

    . nR≅  Gأن    ره 

 Normal subgroups – الزمر الجزئية الناظمية   

 .SL(n,F) ⊲ GL(n,F) . اثبت أن  nNحقل وليك   Fليك   .47

. إذا  G | f(x) = xS = {x-1{، وليك    Aut(G)fزمرف منتهين ، وليك    Gليك   .48

 . S = G، فاثبت أن    |S|  3/4 |G|كان  

                                                   S 3, S nZ,  4K ,4أوجد كل اللمر الجلئين الناظمين م  اللمر  .49

 (4K ن هأ زمرف ك ي  الر ا ي)group-4the klein ()  . 

  .Inn(G) ⊲  Aut(G) . اثبت أن    زمرف  Gليك   .50

لا تساوي رتبن أي زمرف جلئين  N حيث رتبن   N ≤ Gوليك   ،  زمرف  Gليك    .51

⊳ Nاثبت أن  . G أيرى م   G . 

 حيث كل اللمر الجلئين الناظمين غير البدفهين منها تكون اذكرمثالا للمرف غير ا دالين  .52

 . ا دالين

⊳ N وليك ،  زمرف  Gليك   .53 G .   إذا كانf : G/N  Z  تشاكل زمري شامل

(epimorhism)  ، أنن لكل  فبرهnN  ، فوجد زمرف جلئين ناظمينS   مG حيث             

[G : S] = n . 

                                                         . تكون منتهين Q/Nرتبن كل  نصر في اللمرف اثبت أن  )أ(  .54

          ل لك  f(x + Z) = n x + Z   حيث،  f : Q/Z  Q/Z  وليك  nNليك     )ب(

Z/Q  Z + x  . أن   رهf فكون تشاكل زمري وأن nZ Ker(f)  . 
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، فاثبت أن                                                                    n = d mإذا كان  .  nNليك   .55

                                                                                                  dZ  nZm           )أ(  

   mZ  nZ/ m  nZ)ب(   

                                                                    C(G) ⊲ G . اثبت أن   زمرف  Gليك   .56

  . ( G  (center of G)هو مركل اللمرف  C(G)حيث )

                         . ليك  Gزمرف جلئين ناظمين  ظمأ م   Nزمرف وليك    Gليك   .57

⊲ G {1} ≠ A ⊲ G , {1} ≠ B  حيث  ،A∩N = B∩N = {1}  . أن   رهA  B . 

زمرف ، وليك                                                                                  Gليك   .58

                 }NG  , nnx, … ,  1| x 1x 2x…  1-nx nx nx…  2x 1N = {x      

⊳ N  أن  ره  G  وأن  x̅−1 = x̅   ، لكل x̅G / N.  

 ، Gx,yلكل  ny n= x n(x y)فحقق   Nn≠ 1زمرف  حيث فوجد  د   Gليك   .59

 وليك 

              G}| x )1-n(n}  ,  C = {x1=  nG | xB = {x  ,  G}| x nA = {x                      

                                                                                                                      أن ره  

⊳ A   )أ( G  .  B ⊲ G        ،                                                                                           

                                                ،  |A| = |G/B|منتهين ، فإن   G)ب(    إذا كانت اللمرف 

                             ،  nx n= y ny 1-n,   x   n-1= (x y) n-1y n-1x-1   فكون   Gx,y) (    لكل 

 . Gتكون زمرف جلئين ا دالين م   C    )ث(

⊳ Aزمرف منتهين ، وليك   Gليك   .60 G  .  B ⊲ G      حيث (|A| , |B|) = 1  اثبت .

                                                                                                                           أن

                                                                                                    ،     A ∩ B = {1} )أ(

                                                                      ،  aA , bBلكل    a b = b a   )ب(

   ) (A B  A×B . 

i∈I⊕أن   .  ره  فصل زمر  i∈I{Gi}ليك    .61 Gi  ⊲  ∏ Gii∈I .                                                      
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 Cyclic groups – دائريةالزمر ال   

 . Qلا تماثل  Zغير  ائرفن وأن  Qاللمرف  ره  أن  .62

Gليك    .63 = {[
a b

−b a
] |a. b ∈ 𝐑 .  a2 + b2 ≠ . أوجد زمرف جلئين  ائرفن  {0

 . 4رتبتها  Gم  

. اثبت أن                                                                          aGزمرف ، وليك   Gليك   .64

〈a〉=  G  G    Zf :   حيث ،nf(n) = a  لكلZn  شامل فكون تشاكل زمري . 

فوجد زمرف جلئين وحيدف  Gلرتبن  dن لكل قاس  . اثبت أن منتهين ائرفن زمرف  Gليك   .65

 . dرتبتها  Gم  

ح ول مخت نن ل معا لن  n حيث تحتوي   أ الأكثر   أ  د   زمرف ا دالين منتهين Gليك   .66

1=  nx  لكل ،Nn  اثبت أن .G تكون  ائرفن . 

⊳  x > = N > وليك ،  زمرف  Gليك    )أ(  .67 G .   اثبت أن كل زمرف جلئين مN 

                                                                                        . Gتكون ناظمين في 

⊳A⊲B    حيث A , B , G)ب( ا طي مثالاً ل لمر  G   لك  A⋪G .   

 لا تكون  ائرفن. G/C(G) اللمرف أن فبره زمرف غير ا دالين ،  Gإذا كان  .68

                            . تكون ا دالين G د  أولي ، فاثبت أن  pحيث  |2G| = pزمرف  حيث  Gإذا كان  .69

  Direct product of groups – الضرب المباشر للزمر       

سبب صحن أو يطح كل جم ن مما ف ي:                                                                   اذكر  .70

                                                                                        Z 2Z  6Z ×3    )أ( 

                                                                                       Z 2Z  8Z ×4 )ب(  

   ) (4K×  2Z  8Z    
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.nZ×  mZ  (x̅ليك   .71 y̅)  .   اذكر العلاقن  يord(x̅. y̅). ord(x̅). ord(y̅)  ،  ث

.ord(x̅أوجد  y̅)    ندما m = 6 , n = 9 . 

G = 𝐙p3ليك    .72 × 𝐙p2 × 𝐙p  حيث ،p أوجد  د  العناصر في اللمرف   د  أولي .G 

         3p) (              2p)ب(             pالتي رتبها تساوي:    )أ(   

≅ 𝐙pn. إذا كان   nN د  أولي ، وليك    pليك   .73 A × B   ،  أن  فبرهA = {1}  

 . B = {1}أو  

.  z| =C }  ,   A = { z0{ \= C  *C}  ,  0 | x R = {x +R|  | 1{ ليك   .74

                      وأن عم ين ضرب الأ دا ( النسبن لتكون زمر ضر ين )  A *C,   +R , اثبت أن 

× A +R  *C .           

𝐙2أوجد كل اللمر الجلئين م  اللمرف   .75 × 𝐙2 × 𝐙𝟐                               :والتي رتبها تساوي

  4)ب(                2)أ(  

G = 𝐙p  مرف( n)     ليك  .76 × 𝐙p × ⋯× 𝐙p   حيث ،p أن    .  ره   د  أولي

Aut(G)  GL(n, 𝐙p) . 

⊳ A وليك ،  زمرف  Gليك   .77 G   :ره  ما ف ي  .                                                     

⊳ Bفوجد   G  حيث  ،G لـ  تكون الضرب المباشر الداي يA , B       فوجد تشاكل زمري

 : G  A فوق   حيث تقيدفA  فكون تماثل زمري                                                        

 ( . Aaلكل   (a) = A)(a حيث    A  A:  A|   هو التطبيق Aفوق  ϕتقيد )

⊳ B  , وليك ،  زمرف  Gليك   .78 G  A ⊲ G  أن   .  رهG / (A ∩ B)   تماثل زمرف

   . G/A × G/Bجلئين م  اللمرف  

. ليك                                                                 د  أولي p، وليك   زمرف ا دالين منتهين Gليك    .79

            }1G | (ord(x) , p) = }  ,  B = {xN, r rG | ord(x) = pA = {x                           

  . A , Bتكون الضرب المباشر الداي ي لـ   Gوأن   A , B ≤ Gاثبت أن 
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  ،  حيث          N sn, … ,  2, n 1nن توجد .  ره  أن زمرف ا دالين منتهين Gليك    .80

 1-s, … ,  2,  1, i = i | n 1i+n ,        𝐙n1
× 𝐙n2

× ⋯× 𝐙ns
 G   

                                                                                             اثبت أن.  m,nNليك   .81

tZ×  sZ  nZ×  mZ    حيث ،s = g.c.d(m,n) , t = l.c.m(m,n)                               

  An action of a group on a set - تأثير زمرة على مجموعة    

( تؤثر )شماليا(   أ   group-4the Klein)  4Kاثبت أن زمرف ك ي  الر ا ين  .82

هأ  4G = K (xG، حيث  )G 2G) , 4) , orb(2orb ,4، ث  أوجد  4I }=1,2,3,4{المجمو ن 

  . (x (stabilizer group of x)زمرف ثبا  

 د  أولي . وليك                                                             p حيث  | = |n rpG حيث  ، زمرف منتهين Gليك   .83

}rG  , |M|= p X = {M | M    اثبت أن .X G×X :    حيثM = gM g   لكل

(g,M)G×X   ، فكون تحثير شمالي لـG   أ  X                       اثبت كذلك أن .

|orb(M)| ≡ 0 (mod p) .  

.                                G/H ={aH | aG}. ليك    H ≤ G , H ≠ Gزمرف ، وليك   Gليك   .84

.                                                                     G/H  أ  G)أ(     أوجد تحثير شمالي لـ 

تحتوي   أ زمرف جلئين  H، فاثبت أن  [G : H] لا فقس   |G| إذا كان هين.منت Gليك     )ب(

.                                                                                 Gناظمين غير  دفهين م  

⊳ H، فبره  أن  |G| د  أولي فقس   p، حيث  p = [G : H]) (   إذا كان  G . 

،  orb(x) xG ,، ث  أوجد  2Rتؤثر شماليا   أ المجمو ن   )R,2G = SL(اثبت أن  .85

 . x = (0,0) , (1,3)حيث 

              2R  2R×  *R:  ، وليك     = 2RX، وليك    = R(=  *RG\}0({ليك   .86

 y ( حيث
1

r
,  (x , y) = (r x r   ،  2 لكلR(x,y) , *Rr  ره  أن  .  فكون تحثير شمالي

 . Gوأوجد زمر ثبا   ناصر ،  X  أ  Gلـ 
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. اثبت أن                                                        X  أ مجمو ن  Gتحثير شمالي للمرف  ليك   .87

.                                                                          Xx , Ga ، لكل   a x= a G xaG-1)أ(      

.                                                                          orb(x)y، لكل    yG  xG)ب(    

⊳  فكون  orb(x)yلكل   ) (   G xG    y= G xG . 

  اثباستخدم تحثير زمرف   أ مجمو ن لإ.  A,B ≤ Gزمرف منتهين ، وليك    Gليك   .88

                                                                                                                            أن 

=|A x B|      )أ( 
| A| |B|  

|A ∩ xBx-1|
    . ∀ x ∈ G                                                                          

 |x∈G   |A ∩ B|= |A ∩ aBa-1∀ ,  )ب(    

                        . استخدم تحثير زمرف   أ مجمو ن لإثبا  أنA , B ≤ G زمرف ، وليك    Gليك   .89

N(A)]∩ B}| = [B : B | b 1-{b B b|   حيث ،N(A)   هو ناظمينA  فيG 

(normalizer of N in G) . 

. استخدم تحثير زمرف   أ مجمو ن S ≤ G , S ≠ G زمرف منتهين ، وليك    Gليك   .90

⋃ ≠ Gلإثبا  أن    g S g-1
g∈G    . 

 Aالتي تماثل  4S.  ره  أن  د  اللمر الجلئين م   | = |3A،  حيث   4S≤ Aليك   .91

 ؟ | = |2A. هل هذا فكون صحيحا أفضاً  ندما   ]N(A) 4S :[فساوي  

 د  أولي  p، حيث  kord(f) = p. إذا كان  Aut(G)fزمرف منتهين ، وليك    Gليك   .92

 .   1لن  نصر ثبا  لا فساوي  f، فبره  أن  |G|فقس  

       ،  حيث  GL(n,F)≤ Gليك   .  د  أولي p و  |nF| = p حيث ، حقل  Fليك   .93

rG| = p| .  اثبت أنن فوجد  نصر ثبا  لـG  فيF  المحافد الجمعي في  0لا فساوي(F ). 

 G. ليك   G| = 55 , |X| = 18|مجمو ن  حيث   Xزمرف منتهين ، وليك    Gليك   .94

 . |GFix |(X) ≥2. اثبت أن   Xتؤثر   أ 

 Sو   X  أ  Gلـ  شمالي تحثير . ليك   مجمو ن منتهين Xزمرف منتهين و  Gليك   .95

                                                                                        أن  ره .  x,y,zX , gGليك  . نظام  يول ل مدارا  

                                                                      |orb(z)x,y |   , y|G| = xG )أ(   
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                                     ، فإن   x = x} X | g (X) = {xgFixإذا كان  )ب(  

,                              ∑ |Fixg(X)|g∈G}| = (X)gFixX | xG×(g,x)|{    

        ∑ |Fixg(X)|g∈G = ∑ |Gx |=|G||S|x∈X     

 Sوليك   X  أ  Gتحثير شمالي لـ  ليك   . مجمو ن منتهين Xزمرف منتهين و  Gليك   .96

⊇ S  حيث  ⊇ X Y  ليك  .نظام  يول ل مدارا  Y إذا كان .                                          

G(x,Y) = {gG | gxY} , xX ،   فبره  أن                                               

،                                                                            xX، لكل        ∅  ≠ G(x,Y))أ(  

،                                                                   |Y ∩ | |orb(x)xG(x,Y)| = |G|   )ب(

   ) (|Y| = 
1

|G|
∑ |G(x.Y)|x∈X                                                     ،                         

∑ |X| = |G|)ث(   
1

|G(x.Y)|x∈Y . 

p   -زمر  -  p-groups  

 . 2pزمر غير المتماث ن والتي رتبها -pاذكر كل الـ  .97

 .  3pزمر غير المتماث ن والتي رتبها -pاذكر كل الـ  .98

 .   زمرف غير منتهين-pاذكر مثالاً لـ  .99

⊳ Nزمرف منتهين ، وليك  -G pليك   .100 G   ره  أن  .G/N  تكونp-زمرف منتهين . 

⊳ N ≠{1}زمرف منتهين ، وليك  -G pليك   .101 G  أن                                     .  ره

                                                                                       ،   C(G) ∩ N ≠ {1})أ(  

،                                                               N ≤ C(G)، فإن    N| = p|إذا كان   )ب(

 . C(G)| = p  ،C(G) ≤ N|) (  إذا كان  

⊳ زمرف وليك   Gليك   .102 G 1i+N,   ⊲ G iN                                                                     حيث  ،

                                                                                    iN/1i+) = Ni=C(G)  ,  C(G/N1N                   

أن                                                                                                                ره  
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،                                                              1i+N, x Ggلكل    iNx g 1-g 1-x)أ(     

،                                    G mN = حيث   Nmزمرف منتهين ، فإنن فوجد  -G pإذا كانت    )ب(

 . G 2N = د  أولي ، فإن   p، حيث  3pغير ا دالين ورتبتها تساوي  G) (   إذا كانت 

                   . اثبت أنG زمرف جلئين غير  دفهين م   Sزمرف منتهين ، وليك  -G pليك   .103

S ≠ N(S) . 

.  ره  أن  p = [G : S] حيث   Gزمرف جلئين م   Sزمرف منتهين ، وليك  -G pليك   .104

S ⊲ G . 

 Sylow's groups and simple groups  -زمر سيلو والزمر البسيطة    

،  Gم   N.  ره  أنن توجد زمرف جلئين ناظمين  | = |43G حيث  زمرف -G pليك   .105

 . N|  3| حيث  

. إذا كان                                                                 |G| د  أولي فقس    pزمرف منتهين وليك   Gليك   .106

}0Nk,  kG | ord(x) = pS = {x  فاثبت أن ،G≤ S  . 

 تحتوي   أ زمرف جلئين ناظمين G.  ره  أن  G| = 99| حيث   ، زمرف Gليك   .107

 .11رتبتها 

 . S 4900Z ,3أوجد زمر سي و الجلئين م  اللمرتي   .108

⊳ S ≤ Nزمرف منتهين ، وليك   Gليك   .109 G  .  وليكp    د  أولي فقس |N| .               ليك

K ≤ G / N .  ره  أن                                                                                         

    حيث Gم   Vزمرف جلئين لسي و -pفوجد   N  زمرف جلئين لسي و م  -pتكون   S  )أ(

S = V  N                                                                                                 .

 G  م  Bزمرف جلئين لسي و -pفوجد   G/N  زمرف جلئين لسي و م  -pتكون  K)ب( 

 . K = B N / N حيث 

⊳ Aزمرف منتهين ، وليك   Gليك   .110 G  .  وليكB p-  زمرف جلئين لسي و مA   ره  .

أن                                                                                                                          
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                                                                                             G = A N(B))أ(     

 . N(B)في  Gمرف جلئين لسي و م  ز-pفوجد   )ب(

 Gزمرف جلئين لسي و م  -A pو   Gزمرف جلئين م   Sزمرف منتهين ، وليك   Gليك   .111

 . 1 (mod p) ≡ [G : S]أن    ره  . N(A) ≤ S ،  حيث

م  اللمرف                                                                               زمر جلئين لسي و -pكل الـ أوجد  .112

                              ab}2b,c2a,c2,a,b,ab,ca,cb,cab,c2,c,c1G = {                                  

 a b = b a  ,  a c = c b  ,  b c = c a b  1=  3= c 2= b 2a  ,      حيث

.  Gزمر جلئين لسي و م  -pهو  د  الـ  pnليك    . | = |12Gزمرف  حيث   Gليك   .113

 G، فإن  n 2n =3  =1. واثبت أنن إذا كان  غير ممك  n 3=  2n ,3  =4اثبت أن الأحتمال 

 . تكون ا دالين

 . 12 , 8 أوجد كل اللمر غير المتماث ن التي رتبها  .114

 تكون غير  سيطن .  56 , 48 , 40اثبت أن اللمر التي رتبها   .115

                      حيث د  أولي  p، حيث  |m rG| = pزمرف منتهين وليك   Gليك   .116

(p , m) =1 ,  p  m  اثبت أن .G تكون غير  سيطن . 

 . 60اثبت أن رتبن أصغر زمرف  سيطن غير ا دالين تساوي  .117

.  Gزمر جلئين لسي و م  -pهو  د  الـ  pn. ليك   60زمرف  سيطن رتبتها  Gليك   .118

   اثبت أن                                                                                                                      

                                                                                                                   n  10=  3,  n  15or  5=  2n  ,5  =6    )أ(

 . 5 = [G : H]،  حيث   H ≤ G)ب(  فوجد 

 . 5Sزمر جلئين لسي و م  -pأوجد كل الـ  .119

 . 5Aتماثل  60اثبت أن كل زمرف  سيطن رتبتها  .120

                     .  ره  أن Gزمرف جلئين لسي و م  -S pزمرف منتهين وليك   Gليك   .121

p ∤ [N(S) : S] . 
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            والزمر منتهية التولي                                      الزمرة المتماثلة   

Symmetric group and finitely generated groups                  

 . لهما ننس الطول تكونان مترافقتي  nSفي  ره  أن كل  ورتي   .122

 استخدام الدورا  ، ث  أوجد كل اللمر الجلئين وكل اللمر الجلئين  4Sاكتب  ناصر   .123

 ( .4S)مركل  4C(S(لسي و وكل اللمر الجلئين الناظمين منها وأوجد كذلك 

  ره  أن                                                                                                                        .124

.(2 1)〉)أ(     (1 3).⋯ . (1 n)〉 = nS                                                                                             .

.                                                                          nS  =〈(n⋯ 3 2 1),(2 1)〉)ب(        

   ) (〈(f(1) f(2)),(f(1)⋯f(n))〉=  nS  لكل ،nSf . 

  ره  أن كل زمرف منتهين تماثل زمرف جلئين م  زمرف  سيطن .  .125

 . 4S≠   〈f , g〉. اثبت أن  4S,  g  4S  4Kfليك   .126

 .  = n,…,1,2k  حيث،  nSفي  kأوجد  د  الدورا  التي طولها  .127

 . f g = g f  〈f 〉g  : .  ره  أن ) = n)…  2 1f،  حيث   nSf,gليك    .128

ً   حيث صورف أي ناق ن  ـ  nAut(S(ليك   .129 تكون  . اثبت أن  تكون ناق ن أفضا

 . (inner automorphism)تماثل ذاتي  اي ي 

                                                                                    .    2التي رتبها  nSاذكر العناصر في  )أ(   .130

  . 2تكون رتبتها  fالمرافقن لـ  nS. اثبت أن كل  ناصر  ord(f = ( 2،  حيث  nSf)ب( ليك  

 . ليست منتهين التوليد Qاثبت أن اللمرف  .131

 . ليست منتهين التوليد Q*اثبت أن اللمرف  .132

 . Qلا تماثل اللمرف  Zليست  ائرفن وأن اللمرف  Qأن اللمرف   ره  .133

 ليستزمرف  Qاستخدم المبرهنن الأساسين ل لمر الإ دالين منتهين التوليد لإثبا  أن  .134

 . منتهين التوليد
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   تكون زمرف جلئين  ائرفن م  〈A〉. اثبت أن  Qمجمو ن جلئين منتهين م   Aليك   .135

Q . 

تساوي حاصل ضرب أ دا  أولين  n. إذا كانت  nا دالين منتهين رتبتها  زمرف Gليك   .136

 .  nZ Gمخت نن ، فبره   استخدام المبرهنن الإساسين ل لمر الإ دالين منتهين التوليد أن  

                           ،  حيث 5Sgاثبت أنن فوجد .   ord(f ) ≠2،  حيث  5Sf\}1{ليك   .137

〈 g , f 〉 = 5S . 

G = ⟨x , y | ord(x)=2 , ord(y)=3 , (xy)2ليك    .138 =          .  ره  أن ⟨1

3S G  . 

.                                  x = y   n= y nxفكون   NG , nx,yزمرف  حيث لكل  Gليك   .139

                                                             y x = y 1-x     = y  my x m-x  :  )أ(      ره  أن

وإذا كانت  ،تكون ا دالين  G.  ره  أن  منتهين Gإلأ  Gك  رتبن كل تماثل زمري م  ت)ب(  ل

G   منتهين التوليد ، فإنG  Z . 

. اثبت  S ≤ G. ليك    Gهو  د  مولدا   n. ليك   زمرف ا دالين منتهين التوليد Gليك   .140

 . nفكون أقل م  أو فساوي  Sأن  د  مولدا  

وكذلك اللمر الجلئين وأوجد كل اللمر الجلئين غير البدفهين  8Qاكتب كل  ناصر  .141

  ،   ما  حن منهاالناظمين غير البدفهين 

 ⟨ a , b | a4=1 .  a2 = b2, b a = a3 b ⟩=  8Q  

 . (Quaternion group)وتسمأ اللمرف المر ا ين 

 . ) = g =4 3 2 1f , ( )2 4(، حيث   4Sم  اللمرف  〈f , g〉أوجد اللمرف الجلئين  .142

، واذكر معكوس كل  ⟨ a , b | a3 = b2 = (a b)2 = 1 ⟩اذكر كل  ناصر اللمرف   .143

 .  نصر فيها ، ث  أوجد كل اللمر الجلئين غير البدفهين منها
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  . اثبت أن S = {gG | ord(g)  }حيث   S  Gزمرف ا دالين ، وليك   Gليك   .144

S ≤ G  وإذا كانت .S  منتهين التوليد ، فاثبت أنS تكون منتهين . 

 –المتسلسلات شبة الناظمية والمتسلسلات الناظمية للزمر    

                 Subnormal series and normal series of groups 

 الناظميتي    متماث تي  ل متس س تي  (refinements)أوجد مكم تي   .145

{0} ≤  60 Z  ≤  15 Z  ≤  Z       (1) 

{0} ≤  12 Z  ≤  Z                     (2) 

 . S 24Z ,4 تي  ل لمر )composition series(أوجد كل المتس سلا  المركبن  .146

 .  د  أولي p، حيث   𝐙pr)أ(   أوجد متس س ن مركبن ل لمرف    .147

n = p1حيث  ، 𝐙nأوجد متس س ن مركبن ل لمرف   )ب(
m1  p2

m2⋯pr
mr                     وحيث

rp,…,  2, p 1p  أ دا  أولين مخت نن . 

 . اثبت أن أي زمرف ا دالين لها متس س ن مركبن تكون منتهين .148

 . تكون قا  ن ل حل G. اثبت أن  100زمرف رتبتها  Gليك   .149

 أن   ره .  زمرف Gليك   .150

    G   تكون قا  ن ل حل   G/C(G) تكون قا  ن ل حل 

  Groups of commutators –زمر المبدلات    

. اثبت أن                                                                             a,bGزمرف ، وليك   Gليك   .151

                                                                  1-[ab , c] = a [b , c] a [a , c]                                )أ(     

                                                                   b [a , c] b [a , b] = [a , bc]-1                              )ب(

    ) (                1-, a] b 1-= b [ b 1-] a1-[a , b] = a [b , a                                                        

   , cac1-bcb[[a , b] , [b , c]] [-aba1 , [c, a]] [-1 = [1 )ث(  
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، حيث                         G  (the drive series of G). أوجد متس س ن الإشتقاق لـ  زمرف Gليك   .152

                                                                                                   G| = 8|     )أ(  

  4G = S)ب(   

               Gهي مشتقن  G'، حيث    = G'}G , u| x 2{u xNزمرف ، وليك     Gليك   .153

⊳ Nن . اثبت أ ( G' = [G , G])أي أن  G  . 

 زمرف ، وليك  Gليك   .154

                      ]nx, … ,  3, x 2] [ xnx…  3x 2, x 1] = [xnx, … ,  2, x 1[x   

 .  Gxلكل    = [x]1 حيث  ، NG , nnx, … ,  2, x 1xلكل  

 اثبت أن 

                      } NG , nnx, … ,  2, x 1]  |  xnx, … ,  2, x 1G' = { [x        

، فاثبت أن   x y 3= (x y) 3x) =-1(3  =1. إذا كان   Gx,yزمرف ، وليك   Gليك   .155

[[x , y] , y] = 1 . 

 . إذا كان nN وليك  زمرف ، Gليك   .156

  K0(G) = G  ,  K1(G) = [G , G]  ,  … , Kn+1(G) = [G , Kn(G)]  

أن                                                                                                              فبره 

⊳                )أ( G (G)nK                                                                                                

  nK≤  (G) 1n+K(G))ب(    

                                                                                   . إذا كان m , n ∈ Nزمرف ، وليك   Gليك   .157

                (G)]n(G) = [G , K1n+K… , (G) = [G , G]  , 1(G) = G  ,  K0K              

 فبره  أن

                                                            1≥ ,  m   2≥ n  ,   n) = AnS(mK 

⊳ Nزمرف ، وليك   Gليك   .158 G .  ليك 

  N ∈(G)] ,  n n(G) = [G , Kn+1(G) = [G , G]  , … ,  K1(G) = G  ,  K0K 
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 . N ∈n  ∀(G)/N   , n(G/N) = KnK   ره  أن  

 ، وليك  ، منتهينزمرف -G pليك   .159

  N ∈(G)] ,  n n(G) = [G , Kn+1(G) = [G , G]  , … ,  K1(G) = G  ,  K0K 

 . mK} = (G)1{ ،  حيث Nm ره  أنن فوجد 

  Aوليك  لأي زمرف .  زمرتي  G , Hليك   .160

N ∈(A)] ,  n n(A) = [A , Kn+1(A) = [A , A]  , … ,  K1(A) = A  ,  K0K 

  .  N ∈n، لكل  n(G) × Kn(G × H) = KnK(H) ره  أن  
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 ً  تمارين في الحلقات:  ثانيا

  Rings and subringsالحلقات والحلقات الجزئية     

 تكون ح قن ا دالين .  R.  ره  أن   R ∈x، لكل  x 2x =ح قن  حيث  Rليك   .161

 فكون    0N ∈R  ,  n  ∈x,yا دالين تحتوي محافد .  ره  أنن لكل  ح قن Rليك   .162

 (x+y)n=∑ (
n
i
) xn-i yin

i=0                (*) 

  د  أولي ،  ره  أن   p، حيث   pZفي  .163

pZ ∈x,y  ,     p+ y p= x p(x + y) 

ح قن .                                                                                                          Rليك   .164

.                             R ∈x  ,   0x =  6.  ره  أن     R ∈x، لكل  x 3x =)أ(    ليك  

 تكون ا دالين .  R.  ره  أن   R ∈x، لكل  x 3x =تحتوي محافد ، وليك    Rليك    )ب(

               . 2R×2أوجد مركل الح قن  .165

 .  ره  أن المجمو ن  n ∈ N، وليك  ح قن  Rليك   .166

  S = { x ∈ R | n x = 0 } 

 . Rتكون ح قن جلئين م  

 ح قن ا دالين .  ره  أن المجمو ن   Rليك   .167

} = 0 nxs. t.    ∃ n ∈ 𝐍|   R ∈S = { x  

 . Rتكون ح قن جلئين م  

 أن  ره   .168

S =  {(
x + y y
−y x) |x,y∈Z}  

 .  2Z  ×2تكون ح قن جلئين م  الح قن  

  ره  أن  .169
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      S =  {(
x y √3

−y √3 x
) |  x . y ∈ 𝐑} 

 . 2R×2تكون ح قن جلئين م  الح قن  

، ث  اذكر الح قا  الجلئين التي تحتوي     16Zأوجد كل الح قا  الجلئين م  الح قن  .170

 محافد .

 م ين النرق المتماثل   أ مجمو ن القوى  مجمو ن غير يالين ، وليك   Xليك   .171

P(X)  اثبت أن .(P(X) ,  , ) . تكون ح قن ا دالين تحتوي محافد  

هأ زمرف ك ي  الر ا ين  G، حيث  group ring(  (G)2Z(اذكر  ناصر ح قن اللمرف  .172

، ث  أوجد تحثير  م تي الجما والضرب في هذف الح قن   أ  نصرف  غير المحافد الجمعي 

 والمحافد الضر ي .

 ،  حيث  f : R → [0,1]ح قن ، وليك   Rليك   .173

  f(x – y)  Min(f(x) , f(y))   ,   f(x y)  Min(f(x) , f(y))  ,  ∀ x,y ∈ R 

 اثبت أن المجمو ن

Im(f) ∈t}  , t  R | f(x)  ∈= {x  tf   

 . Rتكون ح قن جلئين م  

 Homomorphisms of rings -التشاكلات الحلقية     

.                                                                                  R ∋ 1ح قن ، وليك   Rليك   .174

 . اثبت أن  x,y ∈ Rلكل  x  y = x + y + 1،  حيث    : R × R → R)أ(   ليك  

                  .                                                                   Rتكون  م ين ثنائين  اي ين   أ 

. اثبت  x,y ∈ Rلكل   x  y = x + y + x y،  حيث    : R × R → R)ب( ليك  ليك  

                                                                            . Rتكون  م ين ثنائين  اي ين   أ  أن 

تكون ح قن تحتوي  نصر محافد .                                                 (R ,  , )) ( اثبت أن 

 تكونان متماث تي  . R , (R ,  , ) )ث( اثبت أن الح قتان 

  ره  أن .175
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(1̅،  حيث     : nZ→  mZfفوجد تشاكل ح قي         =  1̅(f , n m       n | m 

 . 4Zإلأ  4Zأوجد كل التشاكلا  الح قين م   .176

 . Zإلأ  Zأوجد كل التشاكلا  الح قين م   .177

 . Zإلأ  Z × Zأوجد كل التشاكلا  الح قين م   .178

 . Z × Zإلأ  Z × Zأوجد كل التشاكلا  الح قين م   .179

تساوي اذكر أمث ن لتشاكلا  ح قين  حيث صورف العنصر المحافد  كل تشاكل منها  .180

 العنصر محافد .

 ساويالعنصر المحافد  كل تشاكل منها لا تاذكر أمث ن لتشاكلا  ح قين  حيث صورف  .181

 العنصر محافد .

 اثبت أن تحصيل تشاكلا  ح قين فكون تشاكل ح قي . .182

 ليك   .183

R = {(
x y

−y x) | x. y ∈ 𝐑} 

 .  C  R    ره  أن

 ح قن ، وليك  Rليك   .184

                                                 } f  فكون تشاكل زمريEnd(R) = {f : R → R  | 

                                                                   تكون ح قن .  End(R) ره  أن )أ(    

. اثبت   R ∈xلكل  f(x) = r xr حيث   R→ f : R r نصر ثا ت ، وليك     R ∈rليك  )ب( 

   . هل End(R)تكون ح قن جلئين م  الح قن  } = R } ∈f  | r r S، وأن  End(R) ∈f rأن  

S ≅ R  ؟  

 غير متماث تي  . Q , Rاثبت أن الح قتي   .185

 غير متماث تي  . R , Cاثبت أن الح قتي   .186

 متماث تان ؟  3Z×  2Z,    6Zهل الح قتان   .187
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 ليك   .188

 R = {(
x y 
0 z

) |  x . y. z ∈ 𝐑} 

 تكون ح قن  النسبن لعم يتي جما وضرب المصنوفا  . Rاثبت أن     )أ(

     ،  حيث f : R → Zليك    )ب(

f ((
x y
0 z

))= x  , ∀  (
x y
0 z

)∈ R  

 فكون تماثل ح قي ؟  fفكون شامل وهل  f. هل  Ker(f)فكون تشاكل ح قي ، ث  أوجد  fاثبت أن 

 ؟ 7Zإلأ  24Zهل فوجد تشاكل ح قي شامل م   .189

 ؟ 11Zإلأ  6Zهل فوجد تشاكل ح قي متباف  م   .190

  . 3Zلا تماثل الح قن  2Zاثبت أن الح قن  .191

 . n ∈ Z \{1}، لكل   n Zلا تماثل الح قن  Zاثبت أن الح قن  .192

ير  دفهين . اثبت أن  غلا تحتوي   أ مثاليا   (Bolean ring)ح قن  ولينين  Rليك   .193

2Z ≅R  .  

  ؟ Q[3]تماثل الح قن  Q[2]هل الح قن  .194

تحتوي   أ ح قن  R، فاثبت أن  ch(R) = n > 0. إذا كان   1ح قن تحتوي  Rليك   .195

 .  nZجلئين تماثل 

 . Rإلأ  Rاثبت أنن فوجد تماثل ح قي وحيد م   .196

 بعض العناصر الخاصة في الحلقات وبعض الحلقات الخاصة     

. اثبت أن  (idempotent) نصر متساوي القوى  e ∈ Rح قن ، وليك   Rليك   .197

 .وتحتوي محافد  Rتكون ح قن جلئين م    S = {e x e | x ∈ R}المجمو ن  
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تحتوي   أ الأقل  mnZ. اثبت أن الح قن  1n) =  , (m،  حيث   N ∈m,n \ }1{ليك   .198

   أ أر عن  ناصر متساوفن القوى . 

 . 0  ,1لا فحتوي   أ  ناصر متساوفن القوى غير  nZ حيث ،  nأوجد كل  د  طبيعي  .199

.  x ∈ Rتحتوي محافد . ليك   R , Sتشاكل ح قي ، وليك  كل م    f : R → Sليك   .200

 ره  أن                                                                                                          

فكون وحدف .                                           f(x)وحدف ، فإن   xشامل و  f)أ(    إذا كان 

متساوي القوى .                                         نصر فكون f(x)متساوي القوى ، فإن   نصر  xإذا كان  )ب( 

متلاشي القوى .                                         نصر فكون  f(x)متلاشي القوى ، فإن   نصر  x) (  إذا كان 

فكون  نصر  f(x)( ، فإن  x ∈ C(R) نصر مركلي )أي أن  xشامل و  f)ث(   إذا كان 

 مركلي . 

   حيث   x,y ∈ R. وليك   R ∋ 1ح قن ،  حيث  Rليك   .201

x y + y x = 1  ,   x2 y + y x2 = x  

 . y 2=  1-xفكون وحدف وأن  x ره  أن  

 .  ره  أن x,y ∈ R، وليك   R ∋ 1ح قن  حيث  Rليك   .202

                         y  ⇔   y – x = x y = y x + 1فكون وحدف ومعكوسن الضر ي هو  x – 1)أ(     

  فكون وحدف y x – 1  ⇔فكون وحدف    x y – 1)ب(   

                        .  ره  أن   y = – y حيث  x,y ∈ R. وليك  R ∋ 1ح قن ،  حيث  Rليك   .203

1 + x  1فكون وحدف ومعكوسن هو + y  ⇔   y – x = x y = y x  

 فكون وحدف أو قاس  ل صنر .   nZاثبت أن كل  نصر غير صنري في  .204

                                              ما الاثبا  صحن أو يطح كل  بارف م  العبارا  ا تين:   اذكر  .205

       نصر متساوي القوى ، فإن x , y. إذا كان كل م   x,y ∈ Rح قن ، وليك   R(  ليك  1)

x + y   ً .                                                                    فكون  نصر متساوي القوى أفضا

 نصر متلاشي القوى ، فإن        x , y. إذا كان كل م   x,y ∈ Rح قن ، وليك   R(  ليك  2)

x + y   ً .                                                               فكون  نصر متلاشي القوى أفضا
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فكون مجال متكامل                        Rح قن منتهين وتحتوي محافد ، فإن  Rإذا كان   (3)

(integral domain)                                                                                             .

                                           .                        0(  مميل أي ح قن غير منتهين فساوي 4)

 نصر متساوي القوى وغير قاس   x ∈ R\{0}ح قن تحتوي محافد . إذا كان  R(  ليك  5)

.                                                                                         x = 1ل صنر ، فإن 

 نصر قاس  ل صنر ، فإن          x , y. إذا كان كل م   x,y ∈ Rح قن ، وليك   Rليك  (  6)

x + y   ً  . فكون  نصر قاس  ل صنر أفضا

 ي القوى ، فإنلاش نصر مت x ∈ Rإذا كان  ره  أنن ح قن تحتوي محافد .  Rليك   .206

  فكون وحدف .   x – 1العنصر 

 فكون غير منتهي .  Z[3]اثبت أن  د  الوحدا  في الح قن   .207

 نصر أولي                      p ∈ R، وليك   (integral domain)مجال متكامل  Rليك   .208

)prime element(   ليك .R ∈ nr, … ,  2, r 1r   ره  أنن إذا كان  . nr…  2r  1p | r   فإنن ،

 . ip | r،  حيث    n},…,1,2{ ∈iفوجد 

 R , n  ∈ nr,…,  2, r 1r ≤2، وليك   )integral domain(مجال متكامل  Rليك   .209

  ناصر ليست ك ها أصنار .  ره  أن 

(r1 , r2 ,…, rn)    ((r1 , r2 ,…, rn-1) , rn) 

 )greatest common divisor( قاس  المشترك الأ ظ  ل فرمل )nr,…,  2, r 1r(  حيث

 . nr,…,  2, r 1r ل عناصر

. ليك                    x,y,u,v ∈ R، وليك    (integral domain)مجال متكامل  Rليك   .210

u = l.c.m(x , y)  ره  أن  .                                                                                

                                                                   v = l.c.m.(x , y)   ⇔   u  v)أ(      

                                                                                      < x > ⋂ < y > = < u >  )ب( 

   ) ((x , y) u  x y                                                                                        

 (least common multiple)  مضا ف المشترك الأصغرل فرمل l.c.m.(x , y)) حيث 
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                                   قاس  المشترك الأ ظ ل فرمل (x , y). كذلك  x , yل عنصرف  

(greatest common divisor)    ل عنصرفx , y . ) 

  x,y ∈ R  . ننرض أنن لكل  نصرف  (integral domain)مجال متكامل  Rليك   .211

 x,y ∈ R . اثبت أنن لكل  نصرف   (greatest common divisor)فوجد قاس  مشترك أ ظ  

 . (least common multiple)فوجد مضا ف مشترك أصغر 

  x,y ∈ R  . ننرض أنن لكل  نصرف  (integral domain)مجال متكامل  Rليك   .212

 . اثبت أنن لكل  نصرف               (least common multiple)فوجد مضا ف مشترك أصغر 

x,y ∈ R    فوجد قاس  مشترك أ ظ(greatest common divisor) . 

 نصر ليس وحدف وغير مختلل . إذا كان  a ∈ R\{0}مجال متكامل ، وليك   Rليك   .213

b ∈ R\{0}  حيث  ،a   لا فقسb   فاثبت أن ،(a , b) = 1 . 

                                     . Z[i6]في الح قن   6)أ(   أوجد كل قواس  العنصر  .214

                                             . Z[i5]في الح قن   21)ب(  أوجد كل قواس  العنصر 

 . Z[i]في الح قن   3i+5) (  أوجد كل قواس  العنصر 

.  a,b,c ∈ R \ {0}، وليك   (principal ideal ring)ح قن مثاليا  رئيسن  Rليك   .215

إذا وفقط إذا كان         c = r a + s b حيث  ،  r , s ∈ R.  ره  أنن فوجد   d = (a , b)ليك  

d | c  حيث ((a , b)   فرمل ل قاس  المشترك الأ ظ  ل عنصرفa , b  فيR . ) 

                                       .  ره  أن p ∈ R \ {0}. ليك   R ∋ 1ح قن ا دالين ، وليك   Rليك   .216

p   فكون  نصر غير مختلل(irreducible) ⇔   p u   فكون  نصر غير مختلل

(irreducible)   لكل وحدفu ∈ R . 

فكون   i5  , 2 – i5 + 2اثبت أن كل  نصر م  العنصرف    Z[i5]في الح قن  .217

 غير مختلل وغير أولي .

 . n ∈ N، حيث   Z[in]أوجد كل الوحدا  في الح قن  .218

 . (7i , 2 – 11i + 2)أوجد  Z[i]في الح قن   .219
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 .  (i5 + 1 , 2)أوجد  Z[i5]في الح قن   .220

 غير موجو  .  (18 , (i5 – 1) 6)  اثبت أن Z[i5]في الح قن  .221

. إذا كان               d = (x , y) حيث فوجد  x,y ∈ Rمجال متكامل ، وليك   Rليك   .222

r ∈ R\{0}   فاثبت أن ،r d = (r x , r y)  . 

. إذا كان               m = l.c.m.(x , y) حيث فوجد   x,y ∈ Rمجال متكامل ، وليك   Rليك   .223

r ∈ R\{0}   فاثبت أن ،r m = l.c.m.(r x , r y) . 

لكل م  العنصرف   (associate)لا فكون شرفك  3اثبت أن العنصر  Z[i5]في الح قن  .224

2 + i5 , 2 – i5  . 

                                                                                     اثبت أن Z[5]في الح قن  .225

                                                                              فكون وحدف .    5 – 2)أ(   

                                                                    لا فكون وحدف .  5  ,  1 – 5 + 3)ب(   كل م  

    ) (1 – 5    3 + 5   .                                                                         

 تكون غير مختللن .  5  ,  3 – 5 + 3 , 2)ث(   العناصر  

  2n b – 2n) = aN(a + b،  حيث   : N ∈, n Z  → n] [Z N\}0,1{ليك    .226

                                                                       .  ره  أن a + bn∈ Z[n] لكل

                                                                           فحنظ  م ين الضرب .   N)أ(   

                                      .  Z[n]فكون وحدف في الح قن   N(x) =  1  ⇔  x)ب(   

 . Z[n]فكون  نصر غير مختلل في الح قن  x د  أولي ، فإن   N(x)) (   إذا كان  

 .  = n >  1n ,1 ،  ندما   )n]-[Z(*أوجد   .227

إلأ حاصل ضرب  ناصر غير   5 , 3 , 2ح ل كل  د  م  الأ دا  ،  Z[i]في الح قن  .228

 . (irreducible)مختللن 

تكون غير   10  ,  4 – 10 + 4  , 3 , 2اثبت أن العناصر    Z[10]في الح قن  .229

 مختللن وغير أولين .
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  . i 2 – 3أوجد كل العناصر الشرفكن ل عنصر   Z[i]في الح قن   .230

 . i3 + 2 أوجد كل العناصر الشرفكن ل عنصر Z[i3]في الح قن   .231

 . i5 + 2 أوجد كل العناصر الشرفكن ل عنصر Z[i5]في الح قن   .232

 . 8 أوجد كل العناصر الشرفكن ل عنصر 12Zفي الح قن   .233

   . 6 أوجد كل العناصر الشرفكن ل عنصر 10Zفي الح قن   .234

تشاكل حلقي .  f : R → S، وليك   (nilpotent ring)ح قن متلاشين القوى  Rليك   .235

  ره  أن                                                                                                                      

تكون متلاشين القوى .                                                                 R)أ(     كل ح قن جلئين م  

 متلاشين القوى .  تكون ح قن f(R))ب(  

ح قن متلاشين القوى   I , R / I. إذا كان كل م   Rمثالي في  Iح قن ، وليك   Rليك   .236

(nilpotent ring)  فبره  أن ،R  تكون ح قن متلاشين القوى(nilpotent ring) . 

 Ideals –المثاليات    

مثالي ، فاثبت أن  Rح قن يالين م  قواس  الصنر . إذا كانت كل ح قن جلئين م   Rليك   .237

R . تكون ح قن ا دالين 

 . Rإلأ  Rاثبت أنن فوجد  الضبط تشاك ي  ح قيي  م   .238

  . إذا كان Rمثاليا  في  A,B,Cليك  و ،ح قن  Rليك   .239

  A : B = { r ∈ R | r B ⊆ A}  

 فبره  أن ، 

 .  Rفكون مثالي في  A : B)أ(    

 . A ⊆ A : B)ب(  

) (  إذا كان  
I ∈i 

}i{A  فصل مثاليا  فيR  فإن ، 

      (⋂
i ∈ I

 Ai) : B = ⋂
i ∈ I

 (Ai : B)         
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)ث(  إذا كان 
I ∈i 

}i{B  فصل مثاليا  فيR فإن ،                                                      

                                                                      )i(A : B 
I ∈i 

⋂=  iB I ∈i 
A :                                                                                      

 . A : C B = (A : B) : C)ج(  

 . 2 , 2+32+3مولد  العنصرف   Rفكون مثالي في الح قن   Z[2] ره  أن  .240

هي مجمو ن كل العناصر المتلاشين  Iح قن ا دالين وتحتوي محافد ، وليك   Rليك   .241

                                                               .  ره  أن Rفي  (nilpotent elements)القوى 

                                                                                               .  Rفكون مثالي في  I)أ(    

 لا فحتوي   أ  ناصر متلاشين القوى غير العنصر الصنري . R / I)ب(  

                                           .  ره  أن Rمثاليي  في  I , Jح قن ، وليك   Rليك   .242

R = I + J  ⇔  x + I ⋂ y + J ≠  ∅  , ∀ x,y ∈ R                                          

،  حيث     Rمثاليي  غير صنرفي  في  I , J. وليك   R ∋ 1ح قن ا دالين ،  حيث Rليك   .243

I ⋂ J = {0} , I + J = R  ره  أن  .R ≅ I × J . 

 حيث                : R × R → R نصر ثا ت . ليك    a ∈ Rح قن ، وليك   Rليك   .244

x  y = x a y   لكلx,y ∈ R ره  أن  .                                                                 

                                                           .  Rتكون  م ين ثنائين  اي ين   أ   )أ(    

                              . Rالح قن هي  م ين الجما   أ  +فكون ح قن ، حيث   = (R , + ,  ^R()ب(  

  ) (}0R | a x a =  ∈I = {x    فكون مثالي في الح قن^R .                                    

 تحتوي محافد .  I /^R. إذن الح قن   a = a ra،  حيث    I \R  ∈ rليك    )ث(  

. اثبت أنن  n  nRمثالي في ح قن المصنوفا   Iليك  و.  R ∈ 1ح قن وليك   Rليك   .245

 .  )n  n)Z12/ Z. أوجد كذلك كل المثاليا  في الح قن  n  nI = J ،  حيث   Rفي  Jفوجد مثالي 

 .  ره  أن  x,y ∈ R\{0}، وليك   (integral domain)مجال متكامل  Rليك   .246

y  قاس  فع ي (proper divisor)  لـx  ⇔   < x >    < y >  

 . ليك  Rمثالي في  Iح قن ا دالين تحتوي محافد ، وليك   Rليك   .247
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 I = { x ∈ R  |   n ∈ N , s. t.  xn ∈ I} 

 ( I  فسمأ جذرI (radical of I)  وفسمأ أفضاً جذر تلاشيI (nil radical of I) ) 

  ره  أن 

                                                                          .  Iوفحتوي  Rفكون مثالي في      I)أ(  

  .  ( I) =  I)ب(   

مثاليي  في  I , Jتشاكل ح قي . ليك   f : R → Sح قتي  ا داليتي  ، وليك    R , Sليك   .248

R , S أ الترتيب .  ره  أن                                                                                           

                                   . Ker(f) ⊆ Iشامل و   f، وفحدث التساوي إذا كان   f( I) ⊆  f(I) )أ(   

 . (1-(J) = f1-f  (J)ب(  

 . R[x] / < x >  ≅ Rح قن ا دالين تحتوي محافد .  ره  أن   Rليك   .249

  Maximal idealsالمثاليات العظيمة     

 . )maximal ideal(فكون مثالي  ظي   15Zاثبت أن أي مثالي غير  دفهي في الح قن  .250

فكون مثالي  ظي  في   < p>، فاثبت أن   n ∈ N د  أولي قاس  ل عد    pإذا كان  .251

 . nZالح قن 

 ، ث  أوجد تقاطعها .  nZفي  نميأوجد كل المثاليا  العظ .252

 R د  منتهي م  الوحدا  .  ره  أن    أ مجال متكامل غير منتهي فحتوي Rليك   .253

   د  غير منتهي م  المثاليا  العظيمن .   أ فحتوي

 . ليك  Rمثالي في  Iح قن ا دالين تحتوي محافد ، وليك   Rليك   .254

 I = { x ∈ R  |   n ∈ N , s. t.  xn ∈ I} 

 ( I  فسمأ جذرI (radical of I)  وفسمأ أفضاً جذر تلاشيI (nil radical of I) ) 

                                                                                                                       ره  أن 

                                                                .   I = I، فإن  Rمثالي  ظي  في  Iإذا كان   (   )أ

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



32 
 

. إذن         x y ∈ I , y   I حيث   x,y ∈ R، وليك   Rمثالي  ظي  في   I(   ليك  ب)

x ∈ I . 

.  Rمثاليي   ظيمي  مخت ني  في  I , Jح قن ا دالين وتحتوي محافد ، وليك   Rليك   .255

  ره  أن 

  I + J = R)أ(      

                                                                                              I ⋂ J = I J)ب(  

  ) (R / I J  ≅ R / I × R / J 

   Prime idealsالمثاليات الأولية     

،  حيث  Rفي  I , J. وليك  لكل مثاليي   (integral domain)مجال متكامل  Rليك   .256

I ⊆ J  فوجد مثاليK  فيR  حيث  ،I = J K  ره  أن كل مثالي أولي غير صنري في  .R 

 فكون مثالي  ظي  .

فكون  R،  حيث كل  نصر في أي ح قن قسمن لـ  ح قن ا دالين وتحتوي محافد Rليك   .257

 فكون مثالي  ظي  . Rأي مثالي أولي في  .  ره  أن قاس  ل صنر أو وحدف

 نصر غير  x،  حيث فكون  x,y ∈ R\{0}ح قن ا دالين وتحتوي محافد . ليك   Rليك   .258

مثالي أولي ، فاثبت أن         R x , R y. إذا كان كل م   R x ⊆ R y ≠ Rقاس  ل صنر و حيث  

R x = R y . 

لكل      x nx = ،  حيث    n >  N ∈n ,2 ح قن ا دالين وتحتوي محافد . ليك  Rليك   .259

x ∈ R  مثالي أولي في .  ره  أن كلR .  فكون مثالي  ظي 

 . إذا كان  Rمثالي في  Iح قن ا دالين وتحتوي محافد ، وليك   Rليك   .260

Jx = { r ∈ R  |  r x = 0 }  , x ∈ I 

 فبره  أن

 .  I ∈x، لكل  Rفكون مثالي في   xJ)أ(   

( في المجمو ن                                   ⊇)ب(  كل  نصر  ظي  )  النسبن لعلاقن الإحتواء 

} }0{ \I  ∈|  x   xS = { J   فكون مثالي أولي فيR . 
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هي مجمو ن كل المثاليا  غير منتهين  Sح قن ا دالين وتحتوي محافد ، وليك   Rليك   .261

)  النسبن لعلاقن الإحتواء  (maximal element).  ره  أن كل  نصر  ظي   Rالتوليد في 

 .  Rفكون مثالي أولي في   S( في   ⊇

،  Rجلئين غير يالين م   مجمو ن Sح قن ا دالين وتحتوي محافد ، وليك   Rليك   .262

.   ∅ = I ⋂ S حيث   Rمثالي في  I. ليك   R حيث تكون مغ قن  النسبن لعم ين الضرب   أ 

 .  ∅ = I ⊆ P  ,  P ⋂ S حيث   Rفي  P ره  أنن فوجد مثالي أولي 

ح قن ا دالين وتحتوي محافد .  ره  أن                                                                      Rليك   .263

فكون مثالي  Rكل مثالي أولي في   ⇔ (principal ideal)فكون مثالي رئيس  Rفي كل مثالي 

 رئيس

 فكون أولي ولا فكون  ظي  . < x >اثبت أن المثالي الرئيس  Z[x]في الح قن  .264

.  ره  أن              Rمثالي أولي في  Pح قن ا دالين تحتوي   أ محافد ، وليك   Rليك   .265

 P = P . 

 Primary idealsالإبتدائية  المثاليات    

 .  تشاكل ح قي f : R → Sح قتي  ا داليتي  ، وليك   R , Sليك   .266

فكون مثالي  f(Q).  ره  أن  Ker(f) ⊆ Qشامل و  fوليك   Rمثالي ا تدائي في  Q)أ(   ليك  

 .  Sا تدائي في 

 . Rفكون مثالي ا تدائي في  1-f('Q).  ره  أن   Sمثالي ا تدائي في  Q')ب(  ليك  

هو المثالي الأولي   >x <فكون مثالي ا تدائي وأن    >2x < ره  أن  Z[x]في الح قن  .267

 . (associated prime ideal)المناظر لن 

فكون  Q حيث  Rمثاليا  في  I , J , Qتحتوي محافد ، وليك  وح قن ا دالين  Rليك   .268

                                                                                           مثالي ا تدائي .  ره  أن 

                                                        . J ⊆ Q، فإن   I J ⊆ Q  ,  I   Q)أ(     إذا كان  

 . Q ⊆ nJ  حيث  N ∈nأو يوجد   Q ⊆I، فإن    Q ⊆I Jمنتهي التوليد و   J)ب(   إذا كان 
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 والحلقات الأرتينية الحلقات النوثيرية   

   Noetherian rings and Artinian rings 

                                                                                                       ره  أن . ح قن ا دالين وتحتوي محافد Rليك   .269

R  تكون ح قن نوثيرفن(Noetherian ring) ⇔    كل مثالي أولي فيR فكون منتهي التوليد 

تشاكل ح قي شامل .  f : R → R، وليك   (Noetherian ring)ح قن نوثيرفن  Rليك   .270

 فكون متباف  .  f ره  أن 

ا دالين .  ره  أن مجموع كل المثاليا   (Noetherian ring)ح قن نوثيرفن  Rليك   .271

 . Rفكون مثالي متلاشي القوى أفضاً في  Rفي  (nilpotent ideals)المتلاشين القوى 

لا تكون  صنن  امن  (Noetherian ring)ح قن نوثيرفن اثبت أن الح قن الجلئين م   .272

 ح قن نوثيرفن . 

تكون ح قن   R / I، فاثبت أن الح قن  Rمثالي في  Iح قن نوثيرفن . إذا كان  Rليك   .273

 نوثيرفن .

ح قن نوثيرفن ،  R[x]ح قن ا دالين تحتوي محافد . إذا كانت ح قن كثيرا  الحدو   Rليك   .274

  نوثيرفن . ح قن تكون Rفبره  أن 

 اذكر مثالاً لح قن نوثيرفن وغير أرتينين . .275

 اذكر مثالاً لح قن أرتينين وغير نوثيرفن . .276

 اذكر مثالاً لح قن أرتينين تحتوي   أ ح قن جلئين غير أرتينين . .277

 أرتينين تحتوي   أ ح قن جلئين أرتينين .غير اذكر مثالاً لح قن  .278

 مثالاً لح قن غير نوثيرفن وغير أرتينين . اذكر .279

  اذكر ما الاثبا  ح قن نوثيرفن فمينين وغير نوثيرفن شمالين . .280
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 حلول التمارين

 الزمرحلول تمارين أولاً:  

 Groups and subgroups –الزمر والزمر الجزئية      

 . 33y  =1اثبت أن  . x 7x = y 4x y ,2 =1بحيث   Gx,yزمرة ، وليكن  Gليكن  .1

بضرب المعادلة       . x 7x = y 4x y ,2 =1  بحيث  Gx,yزمرة ، وليكن  Gليكن الحل: 

7x = y 4x y  اليمين واليسار في منx  4نحصل علىx = y 7x y 49  . إذنx = y 28x y  .

 . 33y  =1. إذن   49y 16-y  =1. إذن    y 49y =16. إذن   16x = y 28x y  كذلك

                   .  3y = x 2x 1-y ,  3x = y 2y 1-x   بحيث  Gx,yزمرة ، وليكن  Gليكن  .2

 . x = y = 1ن اثبت أ

  بحيث  x,yGزمرة ، وليكن  Gليكن  الحل:

                                                                                                                    )1(         3x = y 2y 1-x 

                                                                            (2)         3y = x 2x 1-y   

 نحصل على  (2)إذن من 

(3)   2y 8x 2-y = y 4)y 2x 1-y( 1-y = y 4)3(x 1-= y y 12x 1-y  =  6)y 2x 1-y= ( 18x   

 نحصل على   )3(.إذن من    27x ) =y 2x 1-y(y 18x 1-y  =  9على   )2 (كذلك نحصل من 

                                             (4)        3y 8x 3-y  ) y = 2y 8x 2-y( 1-= y  27x 

نحصل على  x. بضرب طرفي هذة المعادلة من اليمين في  2y 8= x 18x 2yيكون   )3(من  أيضا  

x 2y 8= x 19x 2y  نحصل على  )1(. إذن من 

(5)         3y 9) x = x1-x 3(x y 8x = x 2y 8= x19 x2 y 

نحصل  xوبضرب طرفي هذة المعادلة من اليسار في  . 3y 8= x 27x 3y يكون  )4(لكن من 

 نحصل على )5(. إذن من  x 2= y 3x yيكون  )1(. لكن من  27x 3= x y 3y 9xعلى   

 28x 2= y 27x x 2=  y 3y 9= x19 x2 y 
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       أن  27x 3= x y 3y 9x . إذن ينتج من  27x  =1. إذن   9x  =1. إذن   x 19x =28 إذن  

 x = 1 . أن (1)الي ينتج من بالت y = 1 . 

 .  = 1x. اثبت أن  y = y x 2, x 1=  4xبحيث    Gx,yزمرة ، وليكن  Gليكن  .3

. إذن  4x  =1. لكن  y 4x 1-y = 2x. إذن  y 2x 1-y = x فإن ،   y = y x 2xبما أن   الحل:

1=  2x  إذن .y = y x  1. إذنx =  . 

 . 5y  =1. اثبت أن  3x = y 2y 1-, x 1=  2x بحيث  Gx,yزمرة ، وليكن  Gليكن  .4

، وذلك  x 1-x =. لأن  x 3-= x y 2-y. إذن  x 3= x y 2yفإن .  3x = y 2y 1-xبما أن الحل: 

. إذن                     x 2-= x y 2y. إذن  x 1-= x y 3y 2-y = y. إذن  2x  =1من الفرض بأن 

x 2-x = x y 3x y  2. إذن-= y 3y  5  =1. إذنy . 

                                                                    بحيث  x,y,zGزمرة ، وليكن  Gليكن  .5

                                   z y 1-= y 2z   ,  y x  1-= x 2y   ,   x z 1-= z 2x  

  . x = y = z = 1اثبت أن 

 ، بحيث  x,y,zGليكن الحل: 

z             (1)x 1 -= z 2x  

y x            (2) 1-= x 2y  

z y            (3) 1-= y 2z  

 ينتج أن  (3)من 

= z y                (4) 2y z 

 ينتج أن  (4)ومن 

(5)           1 -y z = z y z 

 إذن 

         (6)   1     -z 4= z y4  (y z) 

نحصل على  )2(من  yي هذة المعادلة عن . وبالتعويض ف x 2y 1-= x 4yنحصل على   )2(من 

(7)           2y x 2-= x 4y 

 نحصل على  (6)في  (7)بالتعويض من  
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        1-x z) z 1-z) y (z 1-x 1-z (z(1)  = 1-) z2x  y 2-= z (x 4 (y z) 

 z x 1-x 2y (2)z x) = 1-y x) (x 1-y z x = (x 1-x (5) ) x =1-(z y z 1-x=            

1-x z 2=y 1-(x z) x 1-x 2y (1)= 1 -) x2(z x1-x 2= y 1-z x x x 1-x 2y=            

 إذن 

 2(y z) 2z (4)= 2(z y) z (y z) 1-y 1-= z 3z (y z)1 -y 1-= z 4(y z) 2-y 1-= z 1-x 

 3) z =(z y) z (z y) z2) (y z2z (y z (4)z (z y) (z y) z ==        

7= y z (z y) z 5) z2) (y z2= (y z 5(z y) z 2= y z 3z )2) z (y z2(y z )4(=       

 11z 2= y 9) z2y (y z (4)= 9= y (z y) z 7) z2y z (y z )4(=           

.  y 11-z y 11z 2= y 2y-2نحصل على  )2(في  x , x-1. إذن بالتعويض عن  y 11-x = z-2إذن  

 نحصل على  y-2ار في ومن اليس 2yوبضرب طرفي هذة المعادلة من اليمين في 

(8)        11-y z 11= z 2y  

 يكون  (3)من 

= y z          (9) 1-z y z  

. إذن  11y = z. وبالتالي يكون   y z 2y =11نحصل على   )8(في  )9(بالتعويض المتكرر من 

   يكون    )1(. إذن من   = 1zأن  )3(. بالتالي ينتج من   = 1y. إذن  z 2y =11يكون  )8(من 

x = 1 .   

 . تكون ابدالية G. اثبت أن  Gx، لكل  2x  =1زمرة بحيث  Gليكن  .6

. إذن     y 2x =2  =1. إذن  Gx,y. ليكن  Gx، لكل  2x  =1زمرة بحيث  Gليكن الحل: 

= y 1-= x , y 1-x   إذن .= y x 1-x 1-= y 1-x y = (x y)  إذن .G .تكون ابدالية 

 . تكون ابدالية Gأن  . برهن Gx,y لكل  2y 2= x 2(x y) زمرة ، وليكن Gليكن  .7

يكون            Gx,y . إذن لكلGx,y لكل  2y 2= x 2(x y) زمرة ، وليكن Gليكن الحل: 

 2y 2x 1-x 1-= y 2(x y) 1-x y = (x y)  إذن .x y 1-x = y  إذن .y x = x y  إذن .G  تكون

 ابدالية.

. هل  x g y = zبحيث  gGجد عنصر . أو x,y,zGزمرة ، وليكن  Gليكن  .8

 يكون وحيدا  ؟  gالعنصر 
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هو                x g y = zبحيث    gG. العنصر  x,y,zGزمرة ، وليكن  Gليكن الحل: 

1-z y 1-g = x   وهو وحيد لأن: نفرض أن .Gh   بحيث ،x h y = z إذن .                    

1-z y 1-h = x  إذن .h = g . 

 . n x =1بحيث  Nn. اثبت أنة يوجد  Gx، وليكن  منتهية زمرة Gليكن  .9

. أي أن المطلوب  n = 1، فإن  x = 1. إذا كان  xG، وليكن  منتهية زمرة Gليكن الحل: 

مغلقة بالنسبة لعملية الضرب ، فإن  G. بما أن  x ≠ 1. نفرض أن  x = 1متحقق عندما 

G,…3,x2x,x   1. لاحظ أنi+x≠  ix  لكلi  1 ، لأنة إذا كانi+= x ix  1، فإنx =   وهذا .

بحيث                             m,m'Nمنتهية ، فإنة يوجد   G. بما أن  x ≠ 1يناقض الفرض بأن 

1 + m' , m m'  = x mx  إذن .n + m = m'   2، بحيث≥ n    إذن .m' = n –m                       إذن .

1=  m'-x m= x m' - m= x nx . 

 . |ord(x) ≤ |G. اثبت أن   xGزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن  .10

هو أصغر عدد  m. إذن  ord(x) = mليكن   . xGزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن الحل: 

  . . وبالتالي يتحقق المطلوب  = 1ord(x)، فإن   = 1x. إذا كان  mx  =1صحيح موجب بحيث  

عناصر مختلفة وعددها  mx,…,2x,x,1-1. لكن G1-mx,,…2x,x,1. إذن   x ≠1نفرض أن  

m   إذن .ord(x) = m ≤ |G| . 

                                                                . اثبت أن x,yGزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن  .11

                                                                                          ord(x) = ord(x-1(           )أ( 

                                                                                        ord(x)1-ord(y x y = (    )ب(

       ord(x y) = ord(y x))ت( 

                                       .     ord(x) = n. ليكن   x,yGزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن الحل: 

. إذن  1-(x(m  =1، بحيث   n m   0. ليكن  x)-1(n-= x n  =1، فإن   nx  =1)أ( بما أن 

1=  n= x m - nx   لكن .n m -n  وهذا يتناقض مع الفرض ،ord(x) = n  إذن لا يوجد عدد .

. إذن                                                       n1-ord(x = (. إذن  x)-m)1  =1بحيث  nأقل من  mصحيح موجب 

)1-ord(x) = ord(x  . 
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. إذن              1-(y x y(m  =1، بحيث   n m   0. ليكن  y x y)-1(y n= y x n-1  =1)ب( 

1=  1-y my x في هذة المعادلة من اليمين في ر. بضرب طy  1ومن اليسار في-y  نحصل على

1=  mx  وهذا يتناقض مع الفرض .ord(x) = n  إذن .n   هو أصغر عدد صحيح موجب بحيث

1=  n)1-(y x y   إذن .) = n = ord(x)1-ord(y x y   . 

                                                                . من )أ( ينتج أن m (x y)=1. إذن  x)m ord = (y)ت( ليكن 

y) = m ) = ord(x1-y) ord((x   ليكن .'ord(yx) = m   1. إذن=  m'(yx)  ينتج )من )أ .

 . x) = m ) = ord(y1-x) ord((y'أن  

  1-x) x = (y 2 - my) y (x   y = 1  x 2 - my) (x y x   = 1  my) (x 

2-x) = (y x 3 - my) y (x   1-x) x = (y 3 - my) y)(x y (x                    

= 1 mx) (y = 1  m-x) (y    1) - (m -x) x = (y y   …                   

                   m' ≤ m .  

 نحصل على نفس الطريقةب

  '  m≤ m     1=  m'y) (x    1=  m'x) (y  

   . ord(x y) = ord(y x)إذن .  'm = mإذن 

                                                  .                x,yGزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن  .12

            3x 3x) = ord(y 5) = ord(y1-ord(y x(  ، فاثبت أن  3x 5x y = y )أ(     إذا كان  

 ، فاثبت أن  2n =  –mحيث  nx mx y = y الحالة العامة لـ )أ( :  إذا كان   )ب(  

 )nx nord(y = )2-nx m) = ord(y1-ord(y x  

.                                                                            x,yGزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن الحل: 

( )ت( أن                   11. إذن ينتج من تمرين ) x = x y x 5y-2. إذن   3x 5x y = y)أ( ليكن 

                        )1-)) = ord(y x1-(x y x1-) = ord(x1-) x1-x) = ord((x y x 5ord(y  

( )أ( أن 11. إذن ينتج من تمرين ) x y 2-= y 3x 3yأن   3x 5x y = yكذلك ينتج من الفرض 

y) =  1-x) = ord(x 1-) = ord(y1-x y) y1 -x y)) = ord((y 1-(y 1-) = ord(y3x 3ord(y

                                                                                                       )1-ord(y x 

 .   3x 3x) = ord(y 5) = ord(y1-ord(y x( إذن  
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. إذن                                 x y x 2-nx my =-2. إذن    2n =  –m، حيث  nx mx y = y )ب(  ليكن 

                                                  )1-) = ord(y x1-) x1-) = ord((x y x2-nx mord(y 

 . إذن  x y 2-= y nx ny. إذن   x y n) - (m -= y nx my، فإن   nx mx y = y وبما أن 

           x y)) 1-(y 1-x y) = ord(y 2-) = ord(ynx nord(y 

       )1-) = ord(y x1-x) = ord(x y 1-ord(y=                   

 . nx nord(y = )2 - nx m) = ord(y1-ord(y x(ذن  إ

بحيث             mN. إذا كان  ord(x) = nبحيث  ،   xGزمرة منتهية ، وليكن   Gليكن  .13

1n) =  , n ,  (m≤ m ≤  1   فاثبت أن ،) = nmord(x . 

         بحيث    mN. ليكن  ord(x) = nبحيث  ،   xGزمرة منتهية ، وليكن   Gليكن الحل: 

1n) =  , n ,  (m≤ m ≤  1  إذن .n m   1. إذن≠  mx  بما أن .=  m)n= (x n m= x n)m(x

، فإنة يوجد  m) ,  = (1n. بما أن  x)p mord = (n . نفرض أن  x)n≤ ) mord، فإن   1

m',n'Z   1، بحيث = m' m + n' n  إذن .p = m' m p + n' n p  إذن . 

= 1 n'p)n(x m')p)m= ((x p n n' + p m m'= x px 

 . nmord(x = (. إذن  ord(x) = nلكن هذا يتناقض مع الفرض بأن 

 المطلوب في هذا التمرين ينتج مباشرة بتطبيق المبرهنة التي تنص على أن ملحوظة: 

ord(x)

(m,ord(x))
=  )mord(x   

. اثبت  أوليعدد  pحيث   ord(x) = pبحيث  ،   xGزمرة منتهية ، وليكن   Gليكن  .14

أن                                                                                                                           

   ،                                                                    p m ≤  1، لكل    pmord(x = (  )أ(   

 . pnord(x = (   أو  nx =1يكون   Nn لكل  )ب(  

 .  عدد أولي pحيث   ord(x) = pبحيث  ،   xGزمرة منتهية ، وليكن   Gليكن الحل: 

( أن 13. إذن ينتج من تمرين ) 1 = (m,p). إذن   m  p ≥ 1، بحيث   mNليكن  )أ(  

) = pmord(x  لكل ،Nm   بحيث ،p m ≤  1                        .                                   
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. بما أن   )مبرهنة(    Nn)ب( ليكن  
ord(x)

(n,ord(x))
=  )nord(x  فإن ،

p

(n,p)
=  )nord(x  .

 . pnord(x = (   أو  nx =1عدد أولي . إذن  p، لأن  )p , n = (1أو    )p) = p , nلكن 

 . عدد أولي p، حيث  pالضرب بقياس  تكون زمرة بالنسبة لعملية  pZ \ }{0̅اثبت أن   .15

        . بما أن  = 1(x,p)  = (y,p) ,1. إذن  pZ x̅,y̅ \}0̅ {. ليكن عدد أولي pليكن الحل: 

(x , p) = 1  فإنة يوجد ،a,bZ   بحيث ،a x + b p = 1  إذن .a x y + b p y = y  .

x̅ y̅نفرض أن   = .  a x y + b p y = y. لكن  p| x y. إذن   xy ≡ 0 (mod p). إذن  0̅ 

x̅ y̅. إذن   = (y,p)1. وهذا يتناقض مع  p | yإذن  ≠  pZ\}{0̅. إذن  pZ x̅ y̅\}{0̅. إذن  0̅ 

1̅. من الواضح أن   pتكون مغلقة بالنسبة لعملية الضرب بقياس  ∈ Zp\{0̅}  وهو العنصر ،

             a x - 1 = b' p، فإن  a x + b p = 1 . بما أن pبالنسبة لعملية الضرب بقياس المحايد 

a x̅̅̅̅. إذن  a x ≡ 1 (mod p). إذن   p | a x - 1 . إذن (b' = -b)حيث  .  a̅ x̅ =1̅. إذن  1̅ = 

.  x̅يكون معكوس ضربي لـ    a̅. إذن  x̅ a̅ = 1̅ابدالية ، فإن   pوبما أن عملية الضرب بقياس 

 p. كذلك عملية الضرب بقياس  ى معكوس ضربي لكل عنصر فيهاتحتوي عل  pZ\} {0̅إذن 

 . pتكون زمرة بالنسبة لعملية الضرب بقياس  pZ\}{0̅. إذن  تكون دامجة

𝐙 n. اثبت أن   nN)أ(  ليكن  .16
∗  = {m̅  ∈ 𝐙n|(m . n) = 𝐙 n، حيث  {1

هى    ∗

  . nة الضرب بقياس بالنسبة لعمليالتي لها معكوس  nZمجموعة كل العناصر في 

𝐙 n أن برهن )ب(
                                                                                 . nتكون زمرة بالنسبة لعملية الضرب بقياس     ∗

𝐙11|أوجد       (ت)
∗   | , |𝐙 20

∗   | ,  |𝐙 12
∗   |                         .                                                         

𝐙 20في    9̅ 19̅̅̅̅ ,(   أوجد معكوس  ث)
∗   .  

𝐙 nحيث ، وليكن  Nnليكن  )أ(الحل: 
التي لها معكوس  nZهى مجموعة كل العناصر في    ∗

 إذن.  nبالنسبة لعملية الضرب بقياس 

m̅ ∈ 𝐙 n
∗  ⟺  m̅̅̅ a̅ = 1̅  , a̅ ∈ Zn  

                ⟺  m a ≡ 1(mod n)   

                ⟺  n | m a - 1   

                ⟺  m a - 1 = n b  , a,b ∈ Z   

                ⟺  m a - n b = 1 
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               ⟺  (m,n) = 1  

               ⟺  m̅ ∈ {m̅ ∈ Zn | (m,n)=1}    

𝐙 n إذن 
∗  = {m̅  ∈ 𝐙n|(m . n) = 1} . 

x̅ , y̅ ∈ Znليكن  ب( )
. كما أثبتنا في التمرين السابق ، فإن  1 , (y , n) = 1 = (x , n)إذن .  *

x̅ y̅ ≠ .  ''x y = a a'  ,  n = a a، بحيث   a' , a'' N. يوجد  a | x y  ,  a | n. ليكن   0̅ 

.  c x y + d n y = y. إذن  c x + d n = 1بحيث   c,dZ ، فإنة يوجد 1 = (x , n)بما أن 

                 . إذن a = 1. إذن  1 = (y,n). لكن  c a a' + d a a'' y = y  .a | n , a | yإذن 

(xy , n) = 1  إذن .x̅  y̅ ∈ Zn
Zn. إذن  *

. من  nتكون مغلقة بالنسبة لعملية الضرب بقياس   *

         . فإن c x + d n = 1. بما أن  تكون دامجة وابدالية nلية الضرب بقياس الواضح أن عم

c x – 1 = d' n  حيث ،d' = - d إذن .n | c x – 1    إذن .c x ≡ 1 (mod n) إذن .     

c̅ x̅ = .  1 = (c , n). لكن  nقياس ببالنسبة لعملية الضرب   x̅يكون معكوس لـ   c̅. إذن  1̅ 

c̅ ∈ Znإذن 
Zn. إذن  *

 . nتكون زمرة ابدالية بالنسبة لعملية الضرب بقياس  *

𝐙p( لاحظ أن)ت
∗ = 𝐙p\{0̅}   لكل عدد أولي ،p    10 = . إذن |𝐙11

 . كذلك | ∗

|Z20
* |= ϕ(20) = 8  ,  |Z12

* |= ϕ(12) = 4    

 .  |ϕ(n) = |{mZ |(m , n) =1}أن  ، أي (Euler ϕ-function)لإويلر  ϕهي دالة  ϕ حيث

1−(9̅)ليكن   ( ث) = x̅   فيZ20
9x̅̅. إذن   x̅ = 1̅ 9̅. إذن   * . إذن                                  1̅ =  ̅

9 x ≡ 1 (mod 20)   9 | 20. إذن x – 1  أصغر .x  يحقق هذا هوx = 9  إذن .x̅ = 9̅  .

19̅̅̅̅)بنفس الطريقة ينتج أن   )−1 = 19̅̅̅̅  . 

 .  x ≠ y , ord(x) = ord(y) = 2بحيث    x,yGزمرة ابدالية ، وليكن   Gليكن  .17

 .|   x , y | = 4رهن أن ب

بما  . x ≠ y , ord(x) = ord(y) = 2بحيث    x,yGزمرة ابدالية ، وليكن   Gليكن الحل: 

 x,y,xy,1ظ أن العناصر . لاح x,y,xy x , y ,1، فإن   ord(x) = ord(y) = 2أن  

.    x , y  = {1, x , y , x y}. إذن   y x = x yزمرة ابدالية ، فإن  G. بما أن  مختلفة

 .|   x , y | = 4إذن 
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. اثبت أن  x ∗ y = x + y + x y   ,   x,yG ، وليكن    G = R \ {-1} ليكن  .18

  بحيث  xGرة إبدالية ، ثم أوجد تكون زم (∗ , G)وأن  Gتكون عملية ثنائية داخلية على  ∗

5 ∗  x ∗  6 = 17 . 

. نثبت أن                   x ∗ y = x + y + x y ,  x,yG ، وليكن    G = R \ {-1} ليكن الحل: 

: G × G → G ∗  حيث ∗ (x. y) = x ∗ y  , لكل x,yG   ا  تطبيقيكون (mapping) . 

 . 0 = (y+1) (x+1)إذن  . x ∗ y = -1ن  . نفرض أ x ∗ yG. نبين أولا  أن  x,yGليكن 

. إذن  x ∗ y ≠ -1إذن  . x,yGلكن هذا يتناقض مع الفرض بأن   . y = -1أو    x = -1إذن 

x ∗ yG  ليكن .(x,y),(x',y')G × G   بحيث ،(x,y) = (x',y') .  إذنx = x' , y = y' . 

يكون  ∗. إذن  تكون وحيدة ∗بـ  G × Gإذن صورة كل عنصر في  . 'x ∗ y = x' ∗ yبالتالي 

. ليكن  تكون زمرة (∗ , G)والآن نثبت أن  .G تكون عملية ثنائية داخلية على  ∗. إذن  تطبيق

x,y,zG .  إذن 

x ⁎ (y ⁎ z) = x + (y ⁎ z) + x (y ⁎ z)  

                 = x + (y + z + y z) + x (y + z + y z)                    (1) 

(x ⁎ y) ⁎ z = (x ⁎ y) + z + (x ⁎ y) z  

                 = (x + y + x y) + z + (x + y + x y) z                    (2) 

. من الواضح  تكون عملية دامجة ⁎إذن .  z = x ⁎ (y ⁎ z) ⁎ (x ⁎ y)ينتج أن   (2) , (1)من 

                         لأن ⁎للعملية  ا  محايد ايكون عنصر 0G. كذلك  عملية ابداليةتكون  ⁎أن 

0 ⁎ x = x ⁎ 0 = x  ، لكلxG .  ليكنx,yG  بحيث ،x ⁎ y = 0  .إذن                    

x + y + x y = 0 .   إذنx = -y/(1+y) .  إذن معكوسy  فيG  هو ⁎بالنسبة للعملية         

–y/(1+y)  لاحظ أن(y ≠ -1  إذن .)(G , ∗) ليكن .  تكون زمرة إبداليةxG بحيث ،         

17=  6 ⁎ x ⁎ 5   6  =17إذن بضرب  . 5-1  =-5/6   ,6-1  =- 6/7. لاحظ أن ⁎ x ⁎ 5  

                                                                      نحصل على 6-1ومن اليمين في  5-1من الشمال في 

x = (-5/6) ⁎ 17 ⁎ ( -6/7) = - 4/7                                                                   

. اثبت أنة  1 = (m , n)بحيث  mN . ليكن  G| = n|زمرة منتهية ، وليكن   Gليكن  .19

        . mx = y، بحيث  Gyيوجد   Gxلكل 
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 . بما أن 1 = (m , n)بحيث  mN . ليكن  G| = n|زمرة منتهية ، وليكن   Gليكن الحل: 

(m , n) = 1  فإنة يوجد ،s,tZ   بحيثm s + n t = 1  إذن لكل .xG   يكون 

 m)s= (x 
t

)
n

(x m)
s

= (x 
nt

x s m= x t + s mxx =  

     . mx = yبحيث   sy = x. إذن يوجد  Gx، لكل  G|x|  =1لأن  

.                  Nn , }0≠ | |A|  (n×n)FGL(n,F) = {A حقل ، وليكن  Fليكن  .20

بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات )تسمى  تكون زمرة غير ابدالية GL(n,F)  اثبت أن  أ()

                                        ( .Fفوق  nمن الدرجة  (general linear group)الزمرة الخطية العامة  

 .    |GL(n,F)|عدد أولي ، فأوجد  p، حيث  |mF| = p إذا كان  )ب(

Gليكن  )ت(  = { [
a b
−b a

] |  a. b ∈ 𝐑 .  a2 + b2 ≠ تكون زمرة  Gاثبت أن .  {0

  . GL(2,R) الزمرة جزئية ابدالية من

.  ABGL(n,F)، فإن  AB| = |A| |B| ≠ 0| . بما أن   A,BGL(n,F))أ( ليكن  لحل: ا

يوجد  A، فإن  A| ≠ 0|. بما أن  تكون مغلقة بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات GL(n,F)إذن 

     . بما أن Fفوق  n×nمصفوفة الوحدة من الدرجة  I. ليكن  GL(n,F)في  A-1لها معكوس 

0≠ I| |  فإن ،GL(n,F)I  0. بما أن≠ A| |  1 ≠ |0، فإن-A|  إذن .GL(n,F)1-A  كذلك .

بالنسبة تكون زمرة غير ابدالية  GL(n,F). إذن دامجة غير ابدالية و ضرب المصفوفات عملية

 .  Iة ضرب المصفوفات عنصرها المحايد هو لعملي

. إذن مجموعة  nمستقلة خطيا  وعددها تكون  A. إذن متجهات أعمدة  AGL(n,F) ليكن )ب(

. وبالعكس ، كل أساس  Fفوق  nFء المتجة تكون أساس للفضا A )أو صفوف( متجهات أعمدة

هي متجات هذا الأساس ولها معكوس ، )أو صفوفها( يكون مصفوفة أعمدتها  nFللفضاء المتجة 

يساوي عدد الأساسات  GL(n,F) . إذن عدد عناصر الزمرة  GL(n,F)وبالتالي تنتمي إلى 

            . ليكن |F| = q. نضع  عدد أولي p، حيث  |mF| = p. ليكن  nFالمختلفة للفضاء المتجة 

}nv,…,2,v1v{  أساس للفضاء المتجةnF   بالتالي .nv,…,2v,1v )تكون أعمدة )أو صفوف 

هو                   nFبمتجهات غير صفرية في  1v. عدد إختيارات المتجة  GL(n,F)لمصفوفة ما في 

1 – nq  2. وعدد إختيارات المتجةv  لأي أختيار لـ(1vبم )غير صفرية في  تجهاتnF  بحيث

 3vوعدد إختيارات المتجة .  q – nq هو(  F, a 1va ≠ 2v) أي  مستقلين خطيا   v1v ,2يكون 
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مستقلة خطيا  ) أي  v2, v1v,3بحيث يكون  nF( بمتجهات غير صفرية في  v1v,2)لأي أختيار لـ 

 . 2q – nqهو ( F2,a1aحيث  2v2+a1v1aلا يكون في الصورة  3vأن أي اختيار لـ 

وعددها يساوي                                 nFبالأستمرار بهذة الطريقة نحصل على الأساسات المختلفة لـ 

                                                         )1-nq – n(q) … 2q – nq) (q n) (q1 – n(q                     

   |nq – n(q) … 2q – nq) (q n) (q1 – nGL(n,F)| = (q-1(            إذن                      

Gليكن    (ت) = { [
a b
−b a

] | a. b ∈ 𝐑 .  a2 + b2 ≠ . ليكن  A,BG. نفرض أن  {0

A= [
a b
-b a

]  , B= [
c d
-d c

 إذن .  [

  AB =BA = [
ac-bd ad+bc

-ad-bc ac-bd
]  

 . GAB. إذن  | |AB ≠0، فإن  d2) (c2+b2= (a  2+ (ad+bc) 2bd)-(ac+2 ≠ (0بما أن  

، حيث   IGتكون مغلقة بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات وابدالية. من الواضح أن  Gإذن 

I= [
1 0
0 1

بما .  بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات Gيكون العنصر المحايد في  I. وبالتالي  [

=A-1لها المعكوس   A ، فإن | |A ≠0أن 
1

|A|
 [
a -b
b a

        . إذن |A-1 = |1  ≠0لاحظ أن .  [

G1-A .  أذنG  تكون زمرة جزئية ابدالية من)R,2GL( . 

تكون   Nn } ,1| |A| =  (n×n)FSL(n,F) = {A   اثبت أن .حقل  Fليكن   (أ) .21

تسمى الزمرة الخطية الخاصة من  SL(n,F))الزمرة  GL(n,F) الزمرة منزمرة جزئية 

  . (Fفوق  nالدرجة 

، ثم أوجد   G(2,R)في  S(2,R)لـ  أوجد كل المجموعات المشاركة الشمالية المختلفة  (ب)

[G(2,R) : S(2,R)] . 

. كذلك  ABSL(n,F). إذن  A,BSL(n,F) . |AB| = |A| |B| = 1ليكن   (أ) الحل:  

ISL(n,F) حيث  هي( I  مصفوفة الوحدة من الدرجةn×n  فوقF بما أن . )|A| ≠ 0  فإن ،

A  1لها معكوس-A  1. وبما أن| = |A| = 1-A| ن ، فإSL(n,F)1-A                           إذن .

SL(n,F) ≤ GL(n,F) .                                                                                                      

                               نضع . det(M) = aR\{0} ن إذ . MGL(2,R) ليكن  (ب)

G = GL(2,R)  S = SL(2,R) ,مجموعة مشاركة شمالية لـ  ىأ ن. إذS  فيG  تكون في
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 .   = [GL(2,R) : SL(2,R)] نإذ

تحتوي على عدد منتهي  Gتكون منتهية إذا وفقط إذا كانت  G. برهن أن  زمرة Gليكن  .22

 . من الزمر الجزئية

د منتهي من الزمر عد تحتوي على G. إذن من الواضح أن زمرة منتهية  Gليكن  ()الحل: 

 .   الجزئية

( ليكن )G  نبرهن أن منتهي من الزمر الجزئية تحتوي على عدد بحيثزمرة .G  تكون

تحتوي على عدد غير  Z. لكن   𝐙 〈x〉رتبتة غير منتهية . إذن عنصر  xGمنتهية . ليكن 

تحتوي  〈x〉. إذن  (Zزمرة جزئية من  nZتكون  nNمنتهي من الزمر الجزئية )لأن لكل 

تحتوي على عدد  Gوهذا يتناقض مع الفرض بأن  . منتهي من الزمر الجزئيةغير  على عدد

تكون منتهية  〈x〉. إذن رتبة  تكون منتهية G. إذن رتبة كل عنصر في  منتهي من الزمر الجزئية

⋃=G. لكن  xG لكل  〈x〉x∈G  إذن .G تكون منتهية  . 
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. إذا كان                                   iI  i+1I  بحيث  I  Nزمرة ، وليكن   Gليكن  .23

G }≤  iI , S| i iS = { S   فصل زمر جزئية منG   1بحيثi+S≤  iS           فاثبت أن ،

⋃S ≤ G . 

     . ليكن                                                iI  i+1I، بحيث   I  Nزمرة ، وليكن  Gليكن الحل: 

G }≤  iI , S| i iS = { S   فصل زمر جزئية منG  1، بحيثi+S≤  iS  ليكن .⋃Sx,y  .

 . إذن        jS≤  iS. لأن  jSx,y. إذن   j≤ iكن . لي jS, y iSxبحيث   Ii,jإذن يوجد 

jS1-x y  إذن .⋃S1-x y  إذن .⋃S ≤ G  . 

                  ، فإن Gزمرتين جزئيتين من زمرة  S 1S ,2ملحوظة: ينتج من هذا التمرين أنة إذا كان 

G≤  2S  1S  2  إذا وفقط إذا كانS  1S  1أوS  2S . 

. أوجد   = y 1-, x y x 1≠ ,  y  5ord(x) =2 بحيث   Gx,yزمرة ، وليكن  Gليكن  .24

ord(y) . 

  إذن .  = y 1-, x y x 1≠ ,  y  5ord(x) =2 بحيث   Gx,yن زمرة ، وليك Gليكن الحل: 

  2)2= (y 4= y 1-x2 = x y 2-y x 2x   2= y 1-x y x  

3)2=  (y 8 = y 1-x 4= x y 3-y x 3x                       

                       … 

 n)2= (y n-y x nx                        

.  5x  =1يكون   = 5ord(x). لكن من الفرض  y 5-y x 5x) =2(5   ، نحصل على  = 5nبأخذ 

                   . إذن 31y  =1 . إذن  32y = y. إذن   x-5  =1، فإن  ord(x) = ord(x-1(وبما أن 

ord(y) = 1   أوord(y) = 31  لكن من الفرض .y ≠ 1  إذن .ord(y)) ≠ 1 إذن .                               

ord(y) = 31  . 

.  n= {x nA ,  {NG | ord(x) = n \}21,{زمرة منتهية ، وليكن   Gليكن  .25

 . عددا زوجيا( 0( يكون عددا زوجيا ) باعتبار nAالمجموعة عدد عناصر )  |nA|اثبت أن   

 . n= {x nA ,  {NG | ord(x) = n \}1,2{زمرة منتهية ، وليكن   Gليكن الحل: 
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. إذن في هذة  Gxلكل   ord(x) | |G|  . وذلك لأن nA = ∅ ، فإن  |G| لا يقسم nإذا كان 

.  ord(x) = ord(x-1(، لأن  nA1-x، فإن  nAxإذا كان  . n | |G|. ليكن  |nA = |0الحالة 

لا تحتوي عناصر  nA. إذن   < 2n. لكن  x = x-1  إذا وفقط إذا كان   = 2ord(x)لاحظ أن 

 . عددا  زوجيا   يكون |A|. إذن  2رتبتها 

 نبرهن أ.  x,yGزمرة ابدالية ، وليكن  Gليكن  .26

 ord(x y) = ord(x)  ord(y)    (ord(x) , ord(y)) = 1                           

  ليكن . x,yGزمرة ابدالية ، وليكن  Gليكن الحل: 

 ord(x) = m  ,  ord(y) = n  ,  ord(x y) = k 

( )  ليكنk = ord(x y) = ord(x) ord(y) = m n  . نبرهن أن(m,n) = 1  نفرض أن .

(m,n) = d > 1  إذن .d | m , d | n  إذن يوجد .m',n'N  بحيث ،m = d m' , n = d n'  .

 ابدالية ، فإن   Gبما أن 

= 1 m')n(y n')m(x=  d m' n'y d m' n'x=  d m' n'(x y)   

                   . إذن مع تعريف رتبة العنصر. وهذا يتناقض  'ord(x y) = m n > d m' nلكن 

(m,n) = 1 .  

( ليكن )(m,n) = 1  نبرهن أن .ord(x y) = ord(x) ord(y)  أي نبرهن أن .k = m n . 

 ابدالية ، فإن  G. بما أن  k | m n، فإن   m)n(y n)m= (x m n(x y)  =1بما أن  

,  m k= yk m y k)m= (x k my k m= x k m(x y)=  1  

.  n k= x k)n(y k n= x k n y k n= x k n(x y)=  1  

. لكن                       m | k , n | k. إذن   1 = (m,n). لكن من الفرض  m | k n  ,  n | k mإذن  

(m , n) = 1  إذن .m n | k  إذن .k = m n . 

   اثبت أن.  m = Max{ord(a) | aG}زمرة ابدالية منتهية ، وليكن   Gليكن  .27

ord(a) | m   لكلaG . 
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،  xGيوجد  ن. إذ m = Max{ord(a) | aG}زمرة ابدالية منتهية ، وليكن   Gليكن الحل: 

.  ord(y) = n. نضع  ord(y) | m. نبرهن أن  yG\{1}. ليكن  ord(x) = mبحيث 

                  ( أن              26ينتج من تمرين ) . إذن 1 = (ord(x) , ord(y))نفرض أن 

ord(xy) = ord(x) ord(y) ≥ ord(x)                                                               لكن من الفرض بأن .

m = Max{ord(a) | aG}  يكون ،ord(x) = m ≥ ord(a) ,  aG                       إذن .

ord(x) ord(y) = ord(x)  إذن .ord(y) = 1 .  إذنy = 1  وهذا يتناقض مع الفرض بأن .

y ≠ 1  إذن .(ord(x) , ord(y)) ≠ 1  إذن يوجد عدد أولي .p  يقسمm , n  إذن يوجد .

Ni,j,s,t  1، بحيثt) =  , , (p 1s) =  , t , (p js , n = ord(y) = p im = ord(x) = p  . 

,   s) = s ip , is / (p iord(x)) = p , iord(x) / (p=  xp
i
)(ord  

.  jt) = p jp , / (t t jord(y)) = p , ) = ord(y) / (ttord(y  

 ( أن 26. إذن ينتج من تمرين ) jp , (s = (1، فإن   p) ,  = (1s  وبما أن 

s jp=  xp
i
yt) = ord(xp

i
)(ord   

بقوة أكبر من أو  mخل في يد nلـ  p. إذن العامل الأولي   i≤ j. إذن   s im = p≤   s jpإذن  

. إذن ينتج من  |q | |G. إذن   q | n  ,  q ≠ pبحيث  عدد أولي  q. وإذا كان  nتساوي قوتة في 

 1 = (m , q). وكما سبق إذا كان  ord(z) = q، بحيث  zGمبرهنة كوشي أنة يوجد عنصر 

بقوة أكبر من  mدخل في ي q. بالتالي كما سبق ينتج أن  q | m. إذن  وهذا تناقض z = 1، فإن 

 . n | m. إذن  yأو تساوي قوتة في 

(Z15)حلل  .28
 . 〈7̅〉لإتحاد مجموعات مشاركة للزمرة الجزئية   *

      بما أن  الحل:

                      ,          (Z15)
*={m̅∈Z15|(m,15)=1} = {1̅,2̅,4̅,7̅,8̅,11̅̅̅̅ ,13̅̅̅̅ ,14̅̅̅̅ } 

  〈7̅〉 = {1̅,4̅,7̅,13̅̅̅̅ }  

 فإن

(Z15)
*= 〈7̅〉 ∪ 2̅ 〈7̅〉 ∪ 8̅ 〈7̅〉 ∪ 11̅̅̅̅  〈7̅〉 ∪ 14̅̅̅̅  〈7̅〉  

x̅,y̅∈(Z15)  كنيل
 . إذن 1y̅ ∈ 〈7̅〉-(x̅)إذا وفقط إذا كان  x̅ 〈7̅〉 = y̅ 〈7̅〉 . إذن 〈7̅〉∖ *

 2̅ 〈7̅〉 =  8̅ 〈7̅〉 =  11̅̅̅̅  〈7̅〉 =  14̅̅̅̅  〈7̅〉   
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(Z15)إذن    
*= 〈7̅〉 ∪ 2̅ 〈7̅〉 . 

                                                                  . ))1 2 3)(4 5((1202أوجد    5Sفي    )أ(   .29

(Z15) )ب(  في 
. 7̅350أوجد  * 2̅1000 . 

مشتركة بينهما( ، فإن  )أي لا توجد أرقام منفصلتين (5 4) , (3 2 1))أ( بما أن الدورتين الحل: 

 . إذن  ord((1 2 3)) = 3 , ord((4 5)) = 2حاصل ضربهما يكون ابدالي. لاحظ أن  

)2 3 1= ( 2)3 2 1= ( 1202)5 4( 1202)3 2 1= ( 1202))5 4) (3 2 1((  

.  Gxلكل  G|x|  =1زمرة ، فإن  Gنستخدم المبرهنة التي تنص على: إذا كانت  حل آخر:

وأن ضرب أي دورتين منفصلتين يكون ابدالي وأن رتبة أي ناقلة يساوي   |5S= | 120 لاحظ أن

 . إذن  2

   2))5 4) (3 2 1((  10×120))5 4) (3 2 1(( =   1202))5 4) (3 2 1(( 

2))5 4) (3 2 1(( =                               

 2)3 2 1(  =                              

                             =  (1 3 2) 

(Z15) )ب(                        
*={m̅∈Z15|(m,15)=1} = {1̅,2̅,4̅,7̅,8̅,11̅̅̅̅ ,13̅̅̅̅ ,14̅̅̅̅ } 

 ، فإن  ord(7̅) = 4  ,  350 = 4×87+2بما أن  

 (7̅)350 = (7̅4)87 7̅2 = 7̅2 = 4̅  

2̅1000  ، فإن ord(2̅) = 4  ,  1000 = 4×250وبما أن   = 1̅ . 

زمرة  Gاستخدم المبرهنة التي تنص على: إذا كانت بإيجاد المطلوب كما في )أ( يمكن  حل آخر:

 . Gxلكل  G|x|  =1، فإن 

، ثم أوجد     nS≤ H. اثبت أن   ثابتا   nالتي تترك  nSمجموعة كل التباديل في  Hليكن  .30

]: H nS[ . 

                                       أي أن . ثابتا   nالتي تترك  nSديل في مجموعة كل التبا Hليكن الحل:  

n} = | f(n) nSH = {f .  تترك  1بما أن تبديلة الوحدةn   فإن  ثابتا ،H1 إذن . ∅ ≠ H . 

من المبرهنة التي نصها ) أي مجموعة جزئية منتهية من زمرة تكون زمرة جزئية منها إذا وفقط 

تكون مغلقة بالنسبة لعملية  Hلقة بالنسبة لعملية هذة الزمرة( ينتج أنة يكفي إثبات أن إذا كانت مغ
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                    . لكن f(n) = g(n) = n. إذن   Hf,g. ليكن    nS≤ Hضرب التباديل لإثبات أن 

f g(n) = f(g(n)) = f(n) = n  إذن .f gH  إذن .H   تكون مغلقة بالنسبة لعملية ضرب

 Hالشمالية لـ  شاركةنوجد كل المجموعات الم ]H nS :[  . لإيجاد الدليل  nS≤ Hباديل . إذن الت

         . إذن f(n) = mبحيث  nSf. ليكن   n≠ mبحيث  n},…,1,2{m. ليكن  nSفي 

H(m n)f  إذن .m n)H(f إذن . ⋃ (m n)Hn
m=1=  nS لاحظ أن .                          

(a n)H ∩ (b n)H = ∅  الشمالية المختلفة لـ  شاركة. إذن المجموعات المH  فيG هي     

n)H 1-(n… , n)H ,  2n)H , ( 1H , ( إذن . : H] = n n[S . 

. اثبت أن                       x,y,zG، وليكن منتهية رتبتها عدد فردي زمرة  Gليكن  .31

                                                                                 x y z = y    x = 1             )أ( 

   x y z y x = z    x y = 1)ب(   

 . x,y,zG، وليكن منتهية رتبتها عدد فردي زمرة  Gليكن  الحل:

. ليكن  G| = 2 n + 1|بحيث   nNمنتهية رتبتها عدد فردي ، فإنة يوجد زمرة  G)أ( بما أن 

yx y x =   1. إذن بضرب الطرفين من اليمين ثم من الشمال في-x                              نحصل على

y 1-,  y x = x  1-x y = y x  1. وبضرب-x y = y x  من اليمين فيy نحصل على                        

y 1-= y x 2x y  وبضرب .y 1-y x = x  من الشمال فيy  نحصل علىy1-x = y x 2y  إذن .

x 2= y 2x y  2. وبضرب هذة المعادلة من اليمين فيy  نحصل علىx 4= y 2x y 2= y 4x y  .

 . بما أن  Nm، لكل  x m2= y m2x yوهكذا ... . إذن 

y 2n= y 2n+1= y |G|y=  1  

           . إذن        x y 1-x = yإذن   . x 1-= y 1-x y، فإن   x n2= y n2x y. وبما أن   n2= y 1-yفإن  

y x = x y  من الفرض .x y x = y    ينتج أنy 2y = x (y x) = x (x y) = x                          إذن .

1=  2x  2. إذنord(x) =    1أوord(x) =  2. نفرض أنord(x) =   بما أن .|ord(a) | |G  ، 

 .  = 1xإذن  .  = 1ord(x). إذن  . لكن هذا غير ممكن 1n+2|  2، فإن  Gaلكل  

، نحصل على                                                y. بالضرب من اليمين في    x y z y x = z)ب( ليكن 

(x y) (z y) (x y) = z y  إذن ينتج من )أ( أن .x y = 1 . 

لإويلر  هى دالة  ، حيث    | nm(n – 1(. اثبت أن    m 1بحيث   Nm,nليكن  .32

(Euler -function) . 
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 لإويلر تعرف كما يلي ϕ. دالة  m  1بحيث   m,nNليكن  الحل:

   ϕ(n) = |{mZ | (m,n) = 1}|   ,  nN 

m̅∈(Zmn-1). إذن   n(m , m-1 = (1لاحظ أن  
* ⊂ Zmn-1                             بما أن .

)1-n(mod m 1  nm   فإن ،mn̅̅ ̅̅ = (Zmn-1)في   1̅ 
(Zmn-1)في   n= 1̅(m̅). إذن   *

*  .

 . لكن m̅(ord = (n. إذن   n≤ k ≤  0، لكل    1 ≢ km )nmod m-1(لاحظ أن 

m̅∈(Zmn-1)
* ,    1) – n(mϕ=   |(Zmn-1)

*|    

 .  | nm(n – 1(مبرهنة لاجرانج أن  إذن ينتج من

.  (Gهو مركز  C(G))حيث  xyC(G)، بحيث    x,yGوليكن  زمرة ، Gليكن  .33

 . x y = y xاثبت أن  

. إذن  y = y (x y) (x y). إذن   xyC(G)، بحيث    x,yGزمرة ، وليكن  Gليكن  الحل:

(x y)y = (y x) y  1. وبالضرب في-y  من اليمين نحصل علىx y = y x   . 

 Homomorphisms of groups – التشاكلات الزمرية   

 . Nn ، حيث  nZ تماثل Zاثبت أن الصورة التشاكلية للزمرة  .34

.   f : Z → Sري شامل. هذا يعني أنة يوجد تشاكل زم Zصورة تشاكلبة للزمرة  Sليكن الحل: 

 Zأي زمرة جزئية من  لكن.  Z/Ker(f)  Sإذن ينتج من مبرهنة التماثل الأولى في الزمر أن 

لأن   Ker(f) = nZ، بحيث  nNلذلك يوجد .  mNيث ح،  mZتكون في الصورة 

Ker(f)  زمرة جزئية منZ  إذن .S  Zn/Z .  لكنnZ Z n/Z  إذن .nZ S  . 

يكون تشاكل   Gxلكل  2f(x) = x، حيث   G f : Gبرهن أن   . زمرة Gليكن  .35

 . ابدالية Gزمري إذا وفقط إذا كانت 

     ليكن . Gx، لكاال  2f(x) = x، بحيااث  تشااااااااكاال زمري  G→ f : G ليكن( )الحللل:  

Gx,y . 2 نإذy 2= f(x y) = f(x) f(y) = x 2(x y) . إذن  x y x y = x x y y .  لكنG 

 . زمرة ابداليةتكون  G ن. إذ x y = y x ن. إذ الي يتحقق فيها قانون الحذفزمرة وبالت
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(ل )كن تG ليكن  . زمرة ابداليةG f : G    2 ، بحيثتطبيقاf(x) = x لكل Gx ليكن . 

x,yG   إذا . 

                     = f(x) f(y)  2y 2= x y x y = x x y y = x 2f(x y) = (x y)  

  . يكون تشاكل زمري f ن إذ

 . Zإلى  Zأوجد كل التشاكلات الزمرية من  .36

  يكون n > 0  حيث nZ لكل.  f(0) = 0 ن. إذ زمري تشاكل f : Z  Z ليكنالحل: 

                                                                  (n         )مرةf(n) = f(1 + … + 1)   

                                                                 (n       )مرة= f(1) + … + f(1)  

= n f(1)                                                                                                  

ن. إذ )f(n) –n) =  –f يكون بالمثل
   an   n      

a    : f 


ZZكل لZa كل التشاكلات الزمرية من  ىه

Z  إلىZ .  

 . 4Zإلى  6Zأوجد كل التشاكلات الزمرية من  .37

ن. إذ تشاكل زمري  : 4Z  6Zf ليكنالحل:    0  0f . ليكن n̅ ∈Z6\{0̅}   إذن . 

 f(n̅) = f(1̅+ ⋯+ 1̅)           (مرة n) 

         =  f(1̅)+ ⋯+f(1̅)       (مرة n)                           

الآن الاحتمالات المختلفة لـ وجدن   1fالشروط التي يجب أن يحققها العنصر .   1fىه: 

رتبة    )أ(  1f 4 تقسم رتبة الزمرةZ أن ى، أ     4  1ford، 

  )ب(      1ord  1ford، أنى أ     6  1ford. 

 ن ذإ   6 , 4  1ford  .ن  إذ     1  1ford  أو    2  1ford  . 

إذا كاااان     1  1ford ، فاااإن   0  1f إذا كاااان. و     2  1ford ، فاااإن   2  1f ن. إذ 

   0  1f   أو   2  1f . 6 يوجد تشاكلين زمريين فقط من نإذZ 4 إلىZ   ،:هما            

                                                           
n 2
4

n
6   : f ZZ

, 

0
4

n
6   : o ZZ

  
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،  ord(x) = ord(f(x)) . اثبت أن  xGتماثل زمري ، وليكن    f : G  G  ليكن .38

 . ( )ب ، ت(11ثم استخدم هذا لحل تمرين )

                                               إذن .xG ، وليكن  تماثل زمري  f : G  G  ليكنالحل: 

ord(f(x)) | ord(x)     )نضع )مبرهنة .  ord(x) = n  إذن . 

 ord(x) = n ⟺ xn=1 ⟺ f(xn)=1 ⟺ (f(x))
n
=1 ⟺ ord(f(x))=n  

 . ord(x) = ord(f(x)) إذن 

 (:38باستخدام تمرين ) )ب ، ت(( 11حل آخر لتمرين )

يكون  xf. من السهل اثبات أن  Gx، لكل  xyxxf = (y)-1، بحيث  G→ : G  xfليكن  )ب( 

  . x y ord(x (y)) =xord(y) = ord(f-1( ( أن 38ينتج من تمرين ) . إذن تماثل زمري

يكون  xf. من السهل اثبات أن  Gx، لكل  xyxxf = (y)-1، بحيث  G→ : G  xfليكن ( )ت

  ( أن      38ة ينتج من تمرين )، فإن x y 1-(y x) = x y x xxf = . بما أن  تماثل زمري

                                                                (y x)) = ord(y x)xord(x y) = ord(f 

                                                                                          ، حيث  Aut(G)أوجد   .39

                                  (( group-4the klein( رباعيةهي زمرة كلين ال 4K)  4G = K    )أ(

                                                                                        3G = S)ب(   

   = 4ZG)ت(   

 . Gإلى  Gهي مجموعة كل التماثلات الزمرية من  Aut(G)الحل: 

 ، حيث c} , a , b 1= { 4G = K ,ليكن  (أ)

                     a cb = b , bc = ca = c , ac = ba = , ab = 1=  2= c 2= b 2a 

 معرفة كما يلي:  = 1,2i,…,6، حيث  4K→  4: K if ليكن 

;   4Kx ,  = 1(x) (x) = x1f 

;   (c) = c2(b) = a , f2(a) = b , f2(1) = 1 , f2f 

;  (c) = a3b , f(b) = 3(a) = c , f3(1) = 1 , f3f 

;  (c) = b4(b) = c , f4(a) = a , f4(1) = 1 , f4f 

;  (c) = a5(b) = c , f5(a) = b , f5(1) = 1 , f5f 
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;  (c) = b6(b) = a , f6(a) = c , f6(1) = 1 , f6f 

 إذن  . 4Kهي كل التماثلات الزمرية على  6f,…,  1fمن الواضح أن 

 3S } 6, f 5f , 4, f 3, f 2, f 1) = {f4Aut(K  

   . 3Aut(S (3S كما في )أ( يكون من السهل إثبات أن    (ب)

ليكن .  يكون تماثل زمري  : nZ→  nZf. إذن   nZAut(f(. ليكن   )nZAut(نوجد    (ت)

x̅∈Zn إذن .  () = x f(1̅ f(x̅  لأن ، 

 f(x̅) = f(1̅ + ⋯+ 1̅⏟      )
x مرة

 = f(1̅)+⋯+f(1̅)⏟        
x مرة

 

نحصل على تماثل زمري           f(1̅). أي أن لكل قيمة لـ  f(1̅)عين تعينا  كاملا  بتعين يت fإذن 

nZ→  nZf :   بما أن .f  شامل ، فإنة يوجدx̅∈Zn  بحيث ،f(x̅) = يكون  x̅لاحظ أن .  1̅

 . إذن  متباين fوحيدا  لأن 

  x̅ f(1̅) = (1̅ + ⋯+ 1̅⏟      
 x مرة

) f(1̅) = f(1̅) + ⋯+ f(1̅)⏟          = x f(1̅) = f(x̅) = 1̅

                                                      x مرة

  

f(1̅)∈Zn. إذن   لة معكوس ضربييكون   f(1̅)إذن 
Zn| يساوي  f(1̅). إذن عدد قيم   *

*|  .

Zn|إذن  
*|| = )nZAut(|   ليكن . Zn

*→  )nZAut(:  ϕ  بحيث ،                                      

 )nZAut(f ,  f(1̅)=  (f)ϕ  إذن .ϕ  ليكن  معرفا  جيدا   تطبيقا  يكون .)nZAut(f,h  .

 . إذن  h(1̅) = y̅وليكن 

 ϕ(f h) = f h(1̅) = f(h(1̅)) = f(y̅) = y f(1̅) = y̅ f(1̅) = h(1̅) f(1̅) = f(1̅) h(1̅)  

           = ϕ(f) ϕ(h) 

 . يكون تشاكل زمري ϕإذن 

}1̅) = 1̅(f|   )nZAut(f} = {1̅=  (f)ϕ) | nZAut() = {fϕKer(  

f = 1}  = {1}|   )nZAut(f} = {nZ x̅ ,  x̅) =x̅(f|   )nZAut(f= {              

x̅∈Znليكن .  يكون متباين ϕإذن 
. إذن                     1̅(f ( =x̅بحيث ،  f)nZAut(، وليكن  *

x̅) = 1̅(f=  (f)ϕ  إذن .ϕ إذن  يكون شامل .ϕ إذن  يكون تماثل زمري .Zn
* ) nZAut( . 

 . متماثلتين  Z , n Zأن الزمرتين  برهن  .40

 . إذن  a,bZ. ليكن  f(m) = nm ,  mZ، بحيث   f : Z → nZليكن  الحل: 
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 f(a) = f(b)  n a = n b  a = b 

 . وبما أن يكون أيضا  شاملا   f. من الواضح أن  ا  يكون راسما  معرفا  جيدا  ومتباين fإذن 

 f(a + b) = n (a + b) = n a + n b = f(a) + f(b) 

 .  Z  nZ. إذن   يكون تماثل زمري f. إذن  يكون تشاكل زمري fفإن 

                                                            . اثبت أن                                 زمرة Gليكن  .41

تكون ابدالية .                                                           G، فإن  Aut(G) = {1}إذا كان   )أ(  

    تكون ابدالية .                            G، فإن   Gx,y ,  2= (x y) 2y 2x)ب( إذا كان  

تكون  G، فإن ، تشاكل زمري  Gx  , 2f(x) = xبحيث    G f : G)ت(  إذا كان  

 ابدالية .                                                                                                

 Gن إذا وفقط إذا كازمري  تماثل يكون Gx  , 1-f(x) = xبحيث    G f : G   )ث(

 ابدالية .

 زمرة .   Gليكن الحل: 

يكون  x. إذن  Gyلكل   x y xx = (y)-1، بحيث   G→ : G  x. ليكن  Gx)أ( ليكن 

 . 1Aut(G) = {x{. إذن  ((inner automorphism(تماثل زمري )يسمى تماثل ذاتي 

             إذن . Gyلكل ،  y  1-x y x =. إذن   Gyلكل ،  yx = (y). إذن  x  =1إذن 

x y = y x  ، لكلyG   إذن .x y = y x  ، لكلx,yG  إذن .G تكون ابدالية  .  

 . (7)ب(  انظر تمرين )

يكون تشاكل  f. من السهل إثبات أن  Gxلكل   2f(x) = x، بحيث    G→ f : G)ت(  ليكن 

. إذن ينتج من  2y 2= f(x y) = f(x) f(y) = x 2(x y)، يكون   Gx,yلكل . إذن زمري 

 . تكون إبدالية G)ب( أن 

. إذن  تماثل زمرييكون  Gxلكل   f(x) = x-1 ، بحيث  G→ f : G( نفرض أن )ث( ) 

تكون  G. إذن  y 1-= f(x y) = f(x) f(y) = x 1-= (x y) 1-x 1-y-1، يكون   Gx,yلكل 

 إبدالية .
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(نفرض ) أن G  إبدالية وأن تكونG→ f : G  1 ، بحيث-) = xf(x   لكلGx  لكل . إذن

Gx,y   يكون ،= f(x) f(y) 1-y 1-= x 1-x 1-= y 1-f(x y) = (xy)  إذن .f  يكون تشاكل

 يكون تماثل زمري . f. إذن  يكون متباين وشامل f. من الواضح أن  زمري

. اثبت  Gx,yلكل    y = x a y *x. ليكن   عنصر ثابت Gaزمرة وليكن  Gليكن  .42

 . Gتكون زمرة تماثل  )G  ,*(أن 

. من  Gx,yلكل    y = x a y *xعنصر ثابت ، وليكن   Gaزمرة وليكن  Gليكن الحل: 

 يكون تطبيق )راسم(   * Gx,y y , * (x,y) = x، حيث  * :  G→ G × Gالواضح أن  

.  * ية تكون مغلقة بالنسبة للعمل G. إذن  Gتكون عملية ثنائية داخلية على  *. إذن  معرف جيدا

 بالنسبة للعملية Gيكون عنصر محايد في   a-1. إذن   x = x*  1-= a 1-a* x، يكون   Gxلكل 

، بالنسبة  Gxيكون معكوس للعنصر  a 1-x 1-a-1، فإن   a1-a 1-x 1-(a* x = (-1. بما أن  * 

 يكون Gx,y,z. ولكل * للعملية 

z* y)  *z) = x a (y a z) =(x a y) a z = (x * (y * x   

         ، حيث G ,  af) :* ( →Gليكن   تكون زمرة . )G , *(تكون عملية دامجة . إذن   *إذن 

Gx (x) = a x , a f  ليكن .Gx,y  إذن . 

x = y  a x = a y   (y) a(x) = faf  

.  ليكون شام af، فإن  Gy، لكل  y) = y 1-(aaf. وبما أن   يكون معرف جيدا  ومتباين afإذن 

  يكون x,yGلكل 

(y)a(x) fay) = a (x a y) = (a x) (a y) = f *y) =  a (x * (x a f 

  يكون تماثل زمري . af، فإن  متباين وشامل af . وبما أن يكون تشاكل زمري afإذن 

. اثبت  xG \{1}لكل  f(x) ≠ x، بحيث  fAut(G)زمرة منتهية ، وليكن  Gليكن  .43

                                                                                              أن                     

.                                                           f(y) 1-x = yبحيث    Gy، يوجد  Gxلكل   )أ(  

  . تكون ابدالية G، فإن  f 2  =1)ب( إذا كان  
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.                   xG \{1}لكل  f(x) ≠ x، بحيث   fAut(G)زمرة منتهية ، وليكن   Gليكن الحل: 

                . إذن Gy,z. ليكن  Gyلكل   y( = (f(y) 1-y ، بحيث   G→ G :  )أ( ليكن 

)1-= f(z y 1-z y   f(y) = f(z)   1-z y  f(z)   1-f(y) = z 1-y (z) (y) =  

y = z  = 1   1-z y                             

. إذن إذا  يكون شامل منتهية ، فمن الواضح أن  G. وبما أن  يكون معرف جيدا ومتباين إذن 

 . y) = x(f(y) =  1-y، بحيث   Gy، فإنة يوجد  Gxكان 

.  2f = 1. لكن  f(y) 1-x = y، بحيث  Gy. إذن ينتج من )أ( أنة يوجد  f 2  =1)ب(  ليكن 

 ، يكون xGإذن لكل 

 1-= x 1-f(y)) 1-y = (y 1-(y) = (f(y))2f 1-f(y)) = (f(y)) 1-f(x) = f(y  

  تكون ابدالية . G( )ث( أن 41إذن ينتج من تمرين )

 . Aut(G)|  2|. اثبت أن   G|  2|زمرة منتهية ، بحيث   Gليكن  .44

.  xG\{1}. ليكن  ليست ابدالية G. نفرض أن  G|  2|زمرة منتهية ، بحيث   Gليكن الحل: 

يكون تماثل زمري  x. إذن  Gyلكل   x y xx = (y)-1، بحيث   G→ : G  xليكن 

. إذن  x  ≠1لاحظ أن  . Aut(G)x . إذن ((inner automorphism()يسمى تماثل ذاتي 

|Aut(G)|  2  إذن المطلوب متحقق في حالة .G نفرض الآن أن  لذلك.  ليست ابداليةG    

( )ث( 41من تمرين ) إذن ينتج.  Gxلكل   f(x) = x-1 ، بحيث  G→ f : G. ليكن  ابدالية

.   f  3Z G , ≠1، فإن  | = |3G. إذا كان  Aut(G)f. إذن  يكون تماثل زمري fأن 

 هي 4K)حيث  4G = Kأو     = 4ZG، فإن  | = |4Gوإذا كان .  | |Aut(G) 2وبالتالي  

وبالتالي    f ≠1، فإن   = 4ZG. إذا كان  (( group-4the Klein(زمرة كلين الرباعية  

2 Aut(G)| |  ليكن ., a , b , c} 1= { 4G = K  إذن .G→ G :  ϕ حيث ، 

 ϕ(1) = 1 , ϕ(a) = b , ϕ(b) = a , ϕ(c) = c 

 Gوالآن نفرض أن  . Aut(G)|  2| . إذن في هذة الحالة يكون ϕ ≠ 1يكون تماثل زمري و 

 ، بحيث  S\Gng,…,1g. إذن يوجد  4Kتماثل  Sتحتوي على زمرة جزئية 

  G = S ∪ g1S ∪ ⋯∪ gnS  
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.  n,…,1,2S , i=sلكل  s)(ϕs) = (s) , (ϕ is) = g ig(، بحيث   G→ G :  ليكن 

 نلأ، يكون تماثل زمري  إذن 

 (s')ϕ(s) ϕ) jg i(s s') = (gϕ) jg i) (s s')) = (gjgi ((gs')) = j s) (g i((g  

 s') jg(s)  i(g(s')) = ϕ j(s)) (gϕ i(g=                          

 . إذن  يكون شامل أيضا   يكون متباين . ومن الواضح أن  . إذن  Ker() = {1}أن  لاحظ 

Aut(G)  إذن .|Aut(G)|  2  . 

 . Aut(G)| | (n – 1)|، فاثبت أن   G| = n|. إذا كان   زمرة منتهية Gليكن  .45

 . إذن fAut(G)، لكل  f(1) = 1. لاحظ أن  G| = n|زمرة منتهية ، وليكن  Gليكن الحل: 

   تماثل زمرة جزئية من Aut(G)إذن  .G\{1} يناظر تبديلة على   fAut(G)كل

1-nS }) 1{\S(G  انظر مبرهنة كايلي()Cayly's theorem( حيث )S(X)  ترمز لمجموعة

. إذن ينتج من مبرهنة لاجرانج أن                          |)1-| = (n1-nSلكن  . Xكل التباديل على 

|Aut(G)| | (n – 1) . 

G = {Ia1.⋯.anليكن  .46
|a1. ⋯ . an ∈ 𝐑}  حيث ، 

                                                              Ia1.⋯.an
 =

[
 
 
 
 
1 a1

1 0 a2

0 ⋱ ⋮
1 an

1 ]
 
 
 
 

  

    . nR≅  Gأن  برهن  

G = {Ia1.⋯.anليكن الحل: 
|a1. ⋯ . an ∈ 𝐑} حيث ، 

 Ia1.⋯.an
 =

[
 
 
 
 
1 a1

1 0 a2

0 ⋱ ⋮
1 an

1 ]
 
 
 
 

    

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



60 
 

 G المجموعة تكون زمرة بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات . من الواضح أن Gنبرهن أولا  أن 

الدرجة تحتوي على مصفوفة الوحدة )من  النسبة لعملية ضرب المصفوفات وأنهامغلقة بتكون 

(n+1)×(n+1) ) معكوس المصفوفة .Ia1.⋯.an
I−a1.⋯.−anهو المصفوفة   

تحتوي  G. إذن  

تكون زمرة بالنسبة  Gعلى معكوس لكل عنصر فيها )بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات( . إذن 

na…,,1a) = (Ia1.⋯.an(بحيث   nR→ G :  ϕلعملية ضرب المصفوفات . ليكن  
(ϕ لكل ،  

 G Ia1.⋯.an
  . 

 Normal subgroups –الزمر الجزئية الناظمية    

 . SL(n,F) ⊲ GL(n,F). اثبت أن  nNوليكن حقل  Fليكن  .47

) انظر تمرين   GL(n,F)تكون زمرة جزئية من الزمرة   SL(n,F)لاحظ أولا  أن الحل: 

 إذن . AGL(n,F) , BSL(n,F)  ليكن  (( .21)

 1= |B| =  1-| = |A| |B| |A|1-| = |A| |B| |A1-ABA|     

 . GL(n,F) ⊲ SL(n,F). إذن  GL(n,F)Aلكل ،   SL(n,F)  1-A SL(n,F) Aإذن  

. إذا  G | f(x) = xS = {x-1{، وليكن   Aut(G)fزمرة منتهية ، وليكن   Gليكن  .48

 . S = G، فاثبت أن   |S|  3/4 |G|كان  

، بحيث   G | f(x) = xS = {x-1{. ليكن   Aut(G)fزمرة منتهية ، وليكن   Gليكن  الحل:

|S|  3/4 |G|  نفرض أن .aS  إذن .|aS| =|S|  3/4 |G|   إذن .|S  aS| > 1/2 |G|  .

 ، فإن  xS. بما أن  x = a y، بحيث  yS. إذن يوجد  xS  aSليكن 

1-a 1-= y 1-= (a y) 1-f(x) = x  

إذن  . y 1-= a 1-a 1-= y 1-x-1. إذن  y 1-= a f(x) = f(a y) =f(a) f(y)-1. إذن   Syليكن 

x = a y = y a  إذن .x y = y a y  ,  y x = y a y    إذن .x y = y x  إذن .xC(y)  ،

وهي  G ( centeralizer of y in G)في  yهو ممركز  C(y) = {gG | g y = y g}حيث 

. بما  |G| < |S  aS| ≤ |C(y)| (1/2)إذن   . S  aS  C(y) . إذن  Gزمرة جزئية من 

إذن كل  . C(y) = G. إذن  |C(y)| > (1/2) |G|. لكن  |C(y)| | |G|، فإن  C(y) ≤ Gأن 
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.  u,vS. ليكن  g y = y g ,  gG، أي أن   yيكون تبادلي في الضرب مع  Gعنصر في 

 إذن 

 1-)1-= (u v 1-u = v v 1-) = u1-) = f(u) f(v1-f(u v  

. إذن         |S| = |G|. إذن  | |G 3/4 S||. لكن  |S| | |G|. إذن    G≤ S. إذن   S1-u vإذن 

S = G . 

                                        S 3, S nZ,  4K ,4أوجد كل الزمر الجزئية الناظمية من الزمر  .49

 (4K  هى زمرة كلين الرباعية)oupgr-4the klein ( (  . 

. ليكن                      زمرتين ابداليتين ، فإن كل الزمر الجزئية منهما تكون ناظمية nZ,  4Kبما أن  الحل:

, a , b , c} 1= { 4K  4. الزمر الجزئية غير البديهية منK  هي,c}1,b} , {1a} , {,1{  .

الزمرة                         . n<  m < 0حيث  ،  〈m̅〉هي    nZوالزمر الجزئية غير البديهية من 

)}2 3 1) , (3 2 1, ( 1= { 3A  3من  الوحيدةالجزئية الناظمية هي الزمرةS  . 

,,(2 4 3),(1 2 3),(1 2 4)= {1,(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3),(2 3 4) 4A  

           (1 3 2),(1 3 4),(1 4 2),(1 4 3)} 

 . 4S ⊲ 4A، فإن  A 4[S :4 = [2. وبما أن   4Sمن  الوحيدةهي الزمرة الجزئية الناظمية 

 . Inn(G) ⊲  Aut(G). اثبت أن  زمرة  Gليكن  .50

  Ggلكل  xgxx = (g)-1، حيث  G : G  x. إذن  Gx,yليكن  . زمرة G ليكن الحل: 

هي مجموعة كل التماثلات  Inn(G) . يكون تماثل زمري ويسمى تماثل زمري ذاتي داخلي

x-1= 1-)x(,  xy=  yx . إذن Inn(G)y,x ليكن.  Gية الذاتية الداخلية على الزمر
  .

 أما . Gزمرة التماثلات الزمرية الذاتية الداخلية على تكون زمرة وتسمى   Inn(G)إذن

Aut(G) هي زمرة كل التماثلات الزمرية الذاتية على فG (  من  ةزمريال تتماثلاالأيG   إلى

G )لتالي يكون  . باAut(G)≤ Inn(G)   .من السهل اثبات أن  f )xf (=  xf  ،  لكل

Aut(G)f ن . إذ f Inn(G) = Inn(G) f ن. إذ  Aut(G)  Inn(G) . 

لا تساوي رتبة أي زمرة جزئية  Nرتبة  بحيث  N ≤ Gوليكن  ،  زمرة  Gليكن   .51

⊳ Nاثبت أن  . G أخرى من  G . 
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لا تساوي رتبة أي زمرة جزئية أخرى  Nبحيث رتبة   N ≤ Gوليكن  ،  زمرة  Gليكن الحل: 

لا تساوي رتبة  Nينتج من الفرض بأن رتبة  إذن . G≤  1-x N x . إذن  Gxليكن .  Gمن 

لكن هذا .  N  1-x N xنفرض أن  .  |N| ≠ 1-x N x||أن   Gأي زمرة جزئية أخرى من 

⊳. إذن  N 1-x N x =. إذن   | N1-N xx| = || يتناقض مع الحقيقة بأن G N . 

اذكرمثالا لزمرة غير ابدالية بحيث كل الزمر الجزئية الناظمية غير البديهية منها تكون  .52

 . ابدالية

.  3A } =1 ) ,1 2 3) , (1 3 2{(زمرة تحتوي على زمرة جزئية ناظمية وحيدة هي 3S  الحل:

  . تكون ابدالية 3A، كذلك  A 3[S :3[  =2لأن   Gناظمية في  3Aلاحظ أن 

⊳ N وليكن،  زمرة  Gليكن  .53 G .   إذا كانf : G/N  Z  تشاكل زمري شامل

(epimorhism) أنة لكل  ، فبرهنnN   ، يوجد زمرة جزئية ناظميةS  منG بحيث            

[G : S] = n . 

⊳ N وليكن،  زمرة  Gليكن الحل:  G  ليكنو  f : G/N  Z امل . ليكن تشاكل زمري ش

Nn   وليكن .nZ→ g : G/N    ،حيث  بf(xN)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=  g(xN)    لكلG/NxN  من الواضح .

 . إذن  xN , yNG/N. ليكن   يكون تطبيقا  معرفا  جيدا   gأن 

g((xN)(yN)) = f((xN)(yN))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =  f(xN)+f(yN)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =  f(xN)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + f(yN)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

                     = g(xN) + g(yN)  

             يكون كذلك شامل . بما أن  g  شامل ، فإن  f  . بما أن تشاكل زمرييكون   g  إذن

Ker(g) ⊲ G / N  فإنة يوجد زمرة جزئية ناظمية ، S  من  G  تحتوي  N  بحيث            

Ker(g) = S / N إذن ينتج من مبرهنتي التماثل الأولى والثالثة في الزمر أن .                              

nZ N)  / N)/(S / (G S  / G إذن .  | = nnZS| = | / [G : S] = |G . 

.                                                          تكون منتهية Q/Z)أ(  اثبت أن رتبة كل عنصر في الزمرة  .54

            لكل  f(x+Z) = n x + Z بحيث   f : Q/Z  Q/Z  وليكن،   nNليكن    )ب(

Z/QZ + x  .أن  برهنf يكون تشاكل زمري وأن  nZ Ker(f)  . 
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. إذن  ⊳ Q Zزمرة ابدالية ، فإن كل زمرة جزئية منها تكون ناظمية . وبالتالي  Qبما أن  الحل:

Q/Z وتسمى زمرة القسمة لـ  تكون زمرة بالنسبة لعملية جمع المجموعات المشاركة(Q  فوق

Z) . 

 . بما أن a,bZ , b ≠ 0. لاحظ أن  a/b + Z  Q/Zليكن   )أ(

           (|b|      )مرةb (a/b + Z) = (a/b + Z) + … + (a/b + Z)               

                   = a + Z = Z  

.  (Q/Z هو العنصر المحايد للزمرة Z = Z + 0)لاحظ أن   ord(a/b + Z) = b < فإن 

 . ن منتهيةتكو Q/Zرتبة كل عنصر في الزمرة إذن 

 . x+ZQ/Z لكل  f(x+Z) = nx+Z بحيث   f : Q/Z  Q/Z  وليكن،  nN)ب( ليكن 

 . إذن a/b + Z , c/d + Z  Q/Zليكن  

f((a/b + Z) + (c/d + Z)) = f((ad+cb)/bd + Z)   

                                      = n((ad+cb)/bd) + Z  

                                      = (na/b + Z) + (nc/d + Z)  

                                      = f(a/b + Z) + f(c/d + Z) 

يكون  a/b + Z  Q/Zيكون شامل لأن كل عنصر  fيكون تشاكل زمري . لاحظ  fإذن 

 . a/nb + Z  Q/Zللعنصر  fصورة بـ 

 Ker(f) = {a/b + Z | f(a/b + Z) = Z}  

            = {a/b + Z | na/b + Z = Z}  

            = {a/b + Z | na/bZ}  

            = {m/n + Z | mZ} 

لكل     + Zg(m) = m/n، بحيث    : Ker(f)→  Zg. ليكن    nZ Ker(f)والآن نبين أن 

mZ  إذن من الواضح أن .g  يكون تطبيقا  معرفا  جيدا  وشاملا  . ليكنm,m'Z إذن . 

 g(m + m') = (m + m')/n + Z  
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               = (m/n + m'/n) + Z  

               = (m/n + Z) + (m'/n + Z)  

               = g(m) + g(m') 

إذن ينتج من مبرهنة التماثل .  Ker(g) = nZيكون تشاكل زمري شامل . لاحظ أن  gإذن 

 .  nZ Ker(f)إذن .  nZ  Zn/Z . لكن Ker(f)  Zn/Zالأولى في الزمر أن  

، فاثبت أن                                                                    n = d mإذا كان   . nNليكن  .55

                                                                                               dZ  nZm          )أ(   

   mZ  nZ/ m  nZ)ب(   

  . n = d mوليكن   . nNليكن الحل: 

mx̅̅، بحيث   : nZ→  nZfليكن  )أ( ̅̅) = x̅(f   لكلnZ x̅  من الواضح أن .f  .  معرف جيدا

 . إذن  nZ x̅,y̅ليكن 

 f(x̅ + y̅) = f(x+y̅̅ ̅̅ ̅) = m(x+y)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = mx+my̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = mx̅̅ ̅̅ + my̅̅ ̅̅ = f(x̅)+f(y̅) 

 يكون تشاكل زمري .  fإذن 

 Ker(f) = { x̅∈Zn | f(x̅) = 0̅ } 

            = { x̅∈Zn| mx̅̅ ̅̅  = 0̅ } 

           = { x̅∈Zn | mx ≡ 0(mod n)} 

          = { x̅∈Zn |  n|mx } 

         = { x̅∈Zn | x=da , a∈N } 

         = { 0̅ , d ̅, 2d̅̅̅̅  , ⋯ , (m-1)d̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  } 

         = { 0+nZ , d+nZ , 2d+nZ ,⋯, (m-1)+nZ } 

        =  dZ/nZ  

 إذن ينتج من مبرهنة التماثل الأولى في الزمر أن  . Zn/Z n Zلاحظ أن 

 nZ ) = mnZf( ) ZnZ/(d/  )ZnZ/( 
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 . nZm   Zd/Z  dZإذن ينتج من مبرهنة التماثل الثالثة في الزمر أن  

،  x+mZg(x+n = (Zأن   ي. أ nZ x̅لكل   g)x̅ = (x̅، بحيث   : mZ→  nZgليكن )ب( 

 . إذن nZZ, y+n Zx+n. ليكن  nZZx+nلكل 

 x+nZ = y+nZ    x-ynZ     x-y = n a , aZ      x-y = d a m  

                           x-ymZ  x+mZ = y+mZ  

                          g(x+nZ) = g(y+nZ) 

 يكون شامل .  gن الواضح أن يكون تطبيقا  معرفا  جيدا  . م gإذن 

 g((x+nZ) + (y+nZ)) = g((x+y)+nZ)  

                                  = (x+y)+mZ 

                                  = (x+mZ) + (y+mZ)  

                                  = g((x+nZ) + g(y+nZ)) 

 . يكون تشاكل زمري gإذن 

} Z) = 0+mZ| g(x+n nZx̅= { Ker(g)  

}Z= 0+m Z| x+m nZx̅{=              

} Zm| x nZx̅= {              

} Za | x = ma ,  nZx̅= {              

  nZ = m }nZa̅  | ma̅= {              

 . mZ  nZm /n Z إذن ينتج من مبرهنة التماثل الأولى في الزمر أن 

                                                                           C(G) ⊲ G أن   . برهن زمرة  Gليكن  .56

  . G ((center of G)هو مركز الزمرة  C(G)حيث )

 . بما أن  x,yC(G). ليكن  C(G) ≤ Gنبرهن أولا  أن  . زمرة  Gليكن  الحل:

C(G) = {xG | x g = g x ,  gG} لكل  ، فإنgG يكون 
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  1-)1-x (y g =   1-y) 1-g) = x (g 1-x (y  = ) g 1-(x y 

1-(x g) y =  ) 1-x (g y  =               

)1-g (x y  =  1-(g x) y =                

. لكل                           G   ⊲C(G). والآن نبرهن أن   G≤ C(G). إذن   C(G)1-x yإذن  

C(G)G , xg  يكون  ) x = x1-x) = (g g 1-= g (g 1-g x g                            إذن .

C(G)  1-g C(G) g  لكل ،Gg  إذن . G   ⊲C(G)  .    

                            . ليكن Gزمرة جزئية ناظمية عظمى من  Nوليكن ، زمرة   Gليكن  .57

⊲ G {1} ≠ A ⊲ G  ,  {1} ≠ B  بحيث ،A∩N = B∩N = {1} أن   . برهنA  B . 

                                    Gزمرة جزئية ناظمية عظمى من  Nزمرة وليكن   Gليكن الحل: 

(maximal normal subgroup)   ليكن .⊲ G {1}≠ A ⊲ G , {1} ≠ B  بحيث ،

A∩N = B∩N = {1}  إذن . ⊲ G N A ⊲ G  , N B   إذن .N ≤ N A ≤ G لكن . N  

بالتالي من .  N B = G. بالمثل يكون   N A = G. إذن  Gزمرة جزئية ناظمية عظمى من 

 ينتج أن من مبرهنة التماثل الثانية في الزمر و A ∩ N = B ∩ N = {1} بأن الفرض

 A  A / A  N  A N / N = G / N = B N / N  B / B  N  B 

                             زمرة ، وليكن                                                    Gليكن  .58

                   }NG  , nnx, … ,  1| x 1x 2x…  1-nx nx nx…  2x 1N = {x  

⊳ Nأن  برهن G   وأن x̅−1 = x̅   لكل ، x̅G / N.  

       زمرة ، وليكن                                                                          Gليكن الحل: 

                           }NG  , nnx, … ,  1| x 1x 2x…  1-nx nx nx…  2x 1N = {x  

.  N1. إذن  Gxلكل   N2x. أي أن  G1xلكل    N2)1(x، نحصل على   = 1nبأخذ 

                                                          . إذن N1x 2x…  1-nx nx nx…  2x 1x = x ليكن

                                             N1-1x 1-
2… x 1-

1-nx 1-
nx 1-

n… x 1-
2x 1-

1= x 1-x 

 x,y. إذن  x,yG. ليكن  Gتكون مغلقة بالنسبة لعملية الضرب المعرفة على  Nوالآن نبين أن 

 يكونان في الصورة التالية
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 1y 2y…  1-my my my…  2y 1,  y = y   1x 2x…  1-nx nx nx…  2x 1x = x      

 . إذن 1x 2x…  nz = x. نضع  Gmy,…, 2,y1,ynx,…,2,x1xحيث   

1y 2… y 1-my my m… y 2y 1y 1x 2… x 1-nx nx n… x 2x 1x=  x y  

 1y 2… y 1-my my m… y 2y 1z y n… x 2x 1x=         

. ))1-z my(z )… 1-z 2)(z y1-z 1(z y n… x 2x 1x(=         

)1x 2… x nx )1-z 1y )(z1-z 2y (z…)1-z 1-my)(z 1-z my(z (          

⊳ N. والآن نبين أن  N ≤ G. إذن  x yNإذن   G  . ليكنgG  إذن . 

  1-) g1x 2x…  1-nx nx nx…  2x 1= g (x 1-g x g  

. ))1-g n)…(g x1-g 2)(g x1-g 1(g x(=              

))1-g 1g x )(1-g 2)…(g x1-g 1-nx g )(1-g ng x ((              

⊳. إذن  Gg، لكل  N  1-g N g. إذن   N1-g x gإذن   G N . 

= x̅−1والآن نثبت أن   x̅   لكل ، x̅G/N.   ليكنG/N x̅  . أي أن= x N  , xG x̅  .

= x̅−1. إذن  Gxلكل   G2x، لآن   )N = N 2(x N) (x N) = x=  2) x̅ إذن  x̅   ،

 .x̅G / N لكل 

      .  Gx,yلكل  ny n= x n(x y)يحقق   Nn≠ 1زمرة بحيث يوجد عدد  Gليكن  .59

 وليكن

            G}| x )1-n(nC = {x  }  , 1=  nG | xB = {x ,   G}| x nA = {x                     

                                                                                                                      أن برهن

⊳ A   )أ( G  .  B ⊲ G    ،                                                                                               

                                                   ،  |A| = |G/B|منتهية ، فإن   G)ب(    إذا كانت الزمرة 

                           ،  nx n= y ny 1-n,   x   n-1= (x y) n-1y n-1x-1   يكون   Gx,y)ت(    لكل 

 . Gتكون زمرة جزئية ابدالية من  C    )ث(
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. وليكن  Gx,yلكل  ny n= x n(x y)يحقق   Nn≠ 1زمرة بحيث يوجد عدد  Gليكن  الحل:

                       G}| x 1)-n(n= 1}  ,  C = {x nG | xG} , B = {x| x nA = {x 

 ينتج أن  Gx,yلكل  ny n= x n(x y)  . إذن من الفرض بأن An,ynxليكن   (أ)

                                                                  A n)1-= (x y n)1-(y n= x 1-)n(y nx 

 . إذن A  1-g A g. إذن   A n)1-= (g x g 1-g ng x. إذن   Gg. ليكن   G≤ Aإذن  

A⊲G  ليكن .Bx,y  .إذن من الفرض بأن  ny n= x n(x y)  لكلGx,y  ينتج أن 

 = 1 1-)n(y n= x n)1-(y n= x n)1-(x y  

. إذن  B1-g x g، فإن  g n= g x n)1-(g x g-1  =1بما أن  .   G≤ B. إذن   B1-x yإذن 

B  1-g B g  إذن .B⊲G .  

 |A| = |G/B|تكونان منتهيتان . إذن لإثبات أن  A , G/B. إذن الزمرتين  هيةتمن Gليكن )ب(  

يكون تقابل )أي متباين   Anxلكل    x Bnf(x = (، بحيث أن    G/B→ f : Aنثبت أن  

 إذن . An,ynxليكن  وشامل( .

= 1 n)1-(y nx  = 1  1-)n(y nx    n= y nx  

 B1-x y    = 1 n)1-(x y                 

)n) = f(ynf(x    x B = y B                  

   يكون  f. إذن  يكون شامل f. من الواضح أيضا  أن  ومتباين معرفا  جيدا   يكون تطبيق fإذن 

  تقابل .

  . nx n= yn (y x). لكن   1-= (y x y y n(y x)(y  n= y (x y) n-1 . إذن  Gx,y)ت(  ليكن 

                                            نحصل على   y-1. وبالضرب من الشمال في  ny = y (x y) nx nyإذن  

nx y = (x y) 1-nx 1-ny .  1وبالضرب من اليمين في-(x y)                                                نحصل على       

                                                                      )*(           1-n= (x y) 1-nx 1-ny  

 كذلك . n-1= (x y) n-1y n-1xإذن .  n= ((x y) 1-)1-nx 1-n(y-1(-1  إذن

  n(x y) 1-x  =  ny nx 1-x  =  ny n-1x  
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 1-nx 1-ny y  (*)=  1-ny (x y)  = 1 -n(x y) (x y) 1-x  =             

1-nx ny=              

. كذلك  1-n(n)1-= (x 1-))1-n(n= (x 1-a( C. إذن   Gx، حيث  na = x)C)1-n(  ليكن ث)

C )1-n(n1=  1  ليكن .Ca,b  إذن يوجد .Gx,y  بحيث ،)1-n(n,  b = y  )1-n(na = x  .

  . كذلك س لكل عنصر فيها( وتحتوي على معكوG)العنصر المحايد في  1تحتوي  C إذن

 n)1-ny 1-n(x =   1)-n(ny 1)-n(nx a b =    

C  1)-n(n(y x) =   n)1-n((y x)  (*)=        

 . C ≤ Gإذن  . Gتكون مغلقة بالنسبة لعملية الضرب المعرفة على  Cأي أن 

⊳ Aزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن  .60 G  .  B ⊲ G      بحيث(|A| , |B|) = 1  اثبت .

 أن 

،                                                                                                                                 A ∩ B = {1} )أ(

،                                                                         aA , bBلكل  ،   a b = b a   )ب(

  . A B  A×B                           )ت(

⊳ Aزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن الحل:  G  .  B ⊲ G     ،  بحيث(|A| , |B|) = 1 . 

. لكن   |A ∩ B| | |A| , |B|، فإنة ينتج من مبرهنة لاجرانج أن   A∩B ≤ A , Bبما أن    (أ)

(|A| , |B|) = 1 .  إذن|A ∩ B| = 1  إذن .A ∩ B = {1}  . 

⊳ B، لأن   B1-a b aإذن .  BA , baكن لي  (ب) G  إذن . 

                                                                  B 1-) b1-= (a b a 1-b 1-a b a  

A، لأن   A1-b 1-b aكذلك   ⊲ G إذن . 

                                                                  A) 1-b 1-= a (b a 1-b 1-a b a   

                       . إذن b 1-a b a-1 = 1إذن  . B ∩ A } =1{ يكونلكن من )أ(  . B ∩ A 1-b 1-a b a إذن 

a b = b a .  
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                                نحتاج الشرط لكننا لا، ولبرهان )ب(  A ∩ B = {1}نحتاج الشرط ملحوظة: 

(|A| , |B|) = 1 . 

⊳ Aبما أن    (ت) G   أو (B ⊲ G   فإن ، )AB ≤ G  كذلك .A × B ( بالنسية تكون زمرة

                     ، لكل f((a,b)) = a bبحيث   f : A × B → A Bكن  يلعملية ضرب المركبات( . ل

aA , bB .  ليكن(a,b),(a',b')A × B إذن .  

  f((a,b)) = f((a',b'))    a b = a' b'  

 1-a = b' b 1-(a')                                   

 = 1 1-a = b' b 1-(a')  
(أ)
⇔                                

                                 a = a' , b = b' 

                                 (a,b) = (a',b') 

 fومتباين . كذلك من الواضح أن  (well define mapping)جيدا   معرف يكون تطبيق fإذن 

                                                                                          . وبما أن يكون شامل

   'f((a , b) (a' , b')) = f((a a' , b b')) = a a' b b' = a (a' b) b' = a b a' b )من )ب(( 

                              = f((a,b))  f((a',b')) 

 يكون تماثل زمري .  fيكون تشاكل زمري . إذن  fفإن 

         لا نحتاج الشرطلكننا ، ولبرهان )ت(  A ∩ B = {1}نحتاج الشرط  (1)ملحوظة: 

(|A| , |B|) = 1 .  الشرطA ∩ B = {1} )نحتاجة لبرهان )ب( ونحتاج )ب( لبرهان )ت . 

 يكون متباين كما يلي: fاثبات أن  يمكن أيضا  (  2)

 Ker(f) = {(a,b)A × B | f((a,b)) = 1}  

            = {(a,b)A × B | a b = 1} 

}1-B | a = b × A(a,b)= {             

    {A × B | a = b = 1(a,b)} =)من )أ((                                                   
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            = {(1,1)} 

وذلك من المبرهنة التي يكون متابين ) f. إذن  A × Bهو العنصر المحايد في  (1,1)حظ أن لا

تنص على أن التشاكل الزمري يكون متابين إذا وفقط إذا كانت نواتة تحتوي على العنصر 

 المحايد فقط( .

i∈I⊕أن   برهن.  فصل زمر  i∈I{Gi}ليكن   .61 Gi  ⊲  ∏ Gii∈I .   

∏ . لاحظ أن  فصل زمر  i∈I{Gi}يكن  ل الحل:  Gii∈I   هي زمرة الضرب المباشر الخارجي

i∈I⊕ . أما  i∈I{Gi}لفصل الزمر  Gi   فهي مجموعة جزئية من الزمرة ∏ Gii∈I   معرفة كما

 يلي: 

(ai)i∈I ∈  ⊕i∈I Gi  العنصر  إذا وفقط إذا كان عدد مركبات(ai)i∈I  التي لا تساوي المحايد

 منتهي . 

i∈I(1i)إذن  ∈  ⊕i∈I Gi  حيث ،i1  هو العنصر المحايد في الزمرةiG   لكلIi  ليكن . 

 (ai)i∈I . (bi)i∈I ∈ ⊕i∈I Gi  . إذن عدد المركبات التي لا تساوي محايد في كل من 

(ai)i∈I . (bi)i∈I  ون منتهي . إذن عدد العناصر يكI, i ib ia   التي لا تساوي محايد يكون

i∈I (bi)i∈I(ai) منتهي . إذن  = (aibi)i∈I ∈ ⊕i∈I Gi كذلك . 

  ((ai)i∈I )
-1 = (ai

-1 )i∈I ∈  ⊕i∈I Gi     

i∈I⊕إذن   Gi  ≤  ∏ Gii∈I .   ليكن(gi)i∈I ∈ ∏ Gii∈I إذن . 

(gi)i∈I (ai)i∈I ((gi)i∈I )
-1 = (gi)i∈I (ai)i∈I(gi

-1 )i∈I   

= (gi ai gi
-1)i∈I ∈  ⊕i∈I Gi                                          

gi لأن عدد المركبات 
-1 ia ig   لا تساوي محايد يكون منتهي . إذن                     التي

⊕i∈I Gi  ⊲  ∏ Gii∈I .   

 Cyclic groups –الزمر الدائرية    

 . Qلا تماثل  Zغير دائرية وأن  Qالزمرة برهن أن  .62
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 تماثل زمرييوجد . إذن  Q = 〈q〉  ، بحيث qQيوجد   . إذن دائرية Qنفرض أن الحل: 

. لكن  f(n) = n f(1) = n q  ,  nZلاحظ أن   . f(1) = q  بحيث،  f : Z → Q وحيد 

q

2
∈ 𝐐   ليست صورة لأي عنصر فيZ  بالتالي .f  لا يكون شامل . وهذا تناقض مع كونf 

 . Qلا تماثل  Zدائرية ، فإن  Zوبما أن  . ليست دائرية Q. إذن  تماثل

 . التمرين ( نعطي برهانا  آخر لهذا133في تمرين ) ملحوظة:

Gليكن   .63 = {[
a b

−b a
] |a. b ∈ 𝐑 .  a2 + b2 ≠ أوجد زمرة جزئية دائرية  . {0

 . 4رتبتها  Gمن 

Gليكن  الحل:  = {[
a b

−b a
] |a. b ∈ 𝐑 .  a2 + b2 ≠  ، حيث AG. نفرض أن  {0

A= [
0 1
-1 0

 إذن .  [

  A2=[
-1 0
0 -1

]  ,  A3=[
0 -1
1 0

]   ,   A4=[
1 0
0 1

]    

 . 4رتبتها  Gتكون زمرة جزئية دائرية من  〈A〉إذن 

. اثبت أن                                                                          aGزمرة ، وليكن  Gليكن  .64

〈a〉=  G  G    Zf :   حيث ،nf(n) = a  لكلZn  شامل يكون تشاكل زمري .  

 . aGيكن زمرة ، ول Gليكن الحل: 

( ليكن )> G = < a  . ليكن G  Zf :   حيث ،nf(n) = a لكل Zn  ليكن .Zm,n  .

 f. إذن  + f(m) f(n) na m= a m + nn) = a f(m =. إذن  n, f(n) = a mf(m) = aإذن  

 f. إذن  f(n) = x. إذن  nx = a، بحيث  Nn. إذن يوجد  Gx. ليكن  يكون تشاكل زمري

 . يكون شامل

()  ليكن G  Zf :   حيث ،nf(n) = a لكل Zn نبرهن أن                          تشاكل زمري شامل .

> G = < a  ليكن .Gx  . إذن يوجدNm  بحيث ، (m) = xf=  m a  إذن .> G = < a . 
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يوجد زمرة جزئية وحيدة  Gلرتبة  d. اثبت أنة لكل قاسم  زمرة دائرية منتهية Gليكن  .65

 .d تبتها ر Gمن 

. ليكن  G = < a >  ,  ord(a) = n. إذن   G| = n|. ليكن  زمرة دائرية منتهية Gليكن الحل: 

d | n  إذن يوجد .Nm  بحيث ،n = d m    )مبرهنة(   بما أن .n) , ) = n/(mmord(a  ،

.  dرتبتها  Gتكون زمرة جزئية من    >ma <. إذن  dm) = d , (m/ m d) = mord(aفإن 

،   G≤ Sليكن  .dالتي رتبتها  Gهي الزمرة الجزئية الوحيدة من   >ma <لآن نبرهن أن وا

تكون دائرية أيضا   Sدائرية ، فإن  G. بما أن  mS = < a <. نبرهن أن   |G| = dبحيث 

     . لكن  ord(S) = dtord(a = (. إذن   tS = < a <، بحيث  Gtaإذن يوجد .  )مبرهنة(

n) , (t/ ) = ntord(a   إذن .d = dm/(t,n)  إذن .n) = m , (t  إذن .m | t  إذن يوجد .

Nk   بحيث ،t = m k   إذن .> ma<   k)m= (a m k= a ta  إذن .                                       

> ma≤  <   > tS = < a  لكن .>| = dm>| = |< a ta|<   إذن .> mS = < a . 

لمعادلة لحلول مختلفة  nبحيث تحتوي على الأكثر على عدد  منتهيةزمرة ابدالية  Gليكن  .66

1=  nx  لكل ،Nn  اثبت أن .G تكون دائرية .  

حلول مختلفة للمعادلة  nبحيث تحتوي على الأكثر على عدد  زمرة ابدالية منتهية Gليكن الحل: 

1=  nx  لكل ،Nn   ليكن .G}m = Max{ord(a) | a  إذن يوجد .Gx يث ، بح

ord(x) = m . ( أن 27إذن ينتج من تمرين )ord(a) | m  لكل ،Ga  1. إذن=  ma  لكل ،

Ga  لكن من فرض التمرين .G  تحتوي على الأكثر علىm   1حلول مختلفة للمعادلة=  mx  .

.  G| = m = ord(x)|. إذن   G| ≥ m| . إذن  m = ord(x)  ,  xG. لكن   G| ≤ m|إذن 

 . تكون دائرية G. إذن  < G = < xإذن  

⊳ N وليكن،  زمرة  Gليكن   )أ(  .67 G < x > = .  اثبت أن كل زمرة جزئية منN  

                                                                                   .      Gتكون ناظمية في 

⊳A⊲Bبحيث    A , B , G)ب( اعطي مثالا  للزمر  G  لكن  A⋪G .  

⊳ N وليكن،  زمرة  Gليكن )أ(  الحل: G .   حيثN = < x >   ليكن .S ≤ N بالتالي .      

S ≤ G  بما أن .N  زمرة دائرية ، فإنS إذن يوجد  تكون أيضا  زمرة دائرية .mN                  بحيث ،

> mS = < x  نبرهن أن .⊲ G S  ليكن .GS , gs .  إذن يوجدNn           بحيث ،    
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r= x n)ms = (x   إذن .r)1-= (g x g 1-g r= g x 1-g s g  لكن .⊲ G N                                 إذن .

N  1-g N g   إذن .N  1-g x g  إذن يوجد .Nk  بحيث ،kx=  1-g x g  إذن . 

S k= s k)r= (x r)k= (x r)1-= (g x g 1-g s g 

⊳. إذن  S  1-g S gإذن   G S  . 

    حيث.  } = G = A 4)} , B = K4 3)(2 1, ( 1A ,4ليكن   ب( )

          = {1,(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3),(2 3 4),(2 4 3),(1 2 3),(1 2 4) 4A 

             ,(1 3 2),(1 3 4),(1 4 2),(1 4 3)} ,  

= {1 , (1 2) (3 4) , (1 3) (2 4) , (1 4) (2 3)} 4K  

 ، لأن 4A ⋪ A وأن   4A ⊲ 4K ⊲  A  لاحظ أن

A ) 3 2) (4 1) = (2 3 1) (4 3) (2 1) (3 2 1= ( 1-)3 2 1)) (4 3)(2 1) ((3 2 1(  

 . تكون مثالا  للزمر المطلوبة } = G = A 4)} , B = K4 3)(2 1, ( 1A ,4إذن 

 . لا تكون دائرية G/C(G) الزمرة أن برهنزمرة غير ابدالية ، ف Gإذا كان  .68

. نفرض عكس المطلوب  لا تكون دائرية G/C(G). نبرهن أن  زمرة غير ابدالية Gيكن لالحل: 

، بحيث      aG\C. إذن يوجد  C = C(G). نضع  تكون دائرية G/C(G)، أي نفرض أن 

G/C = 〈aC〉  ليكن .x,yG  توجد ثلاثة حالات لـ .x , y  :هى 

 'Cc,c. إذن يوجد  C myC = a C  , n xC = a، بحيث   Zn,m. إذن يوجد  Cx,y)أ(  

 . إذن  c mc , y = a nx = a'، بحيث  

,   (c c') n+mc) c' = a m(a n) c' = am(c a nc') = a mc) (a nx y = (a   

. (c' c) n+mc') c = a n(a m) c = an(c' a mc) = a nc') (a my x = (a   

 .    x y = y xإذن  

، بحيث                              Ccإذن كما سبق يوجد  . Z, nC  nx C = a.إذن  CC , yx  )ب(

c nx = a  إذن . 

 (y c) n(c y) = a nc) y = a nx y = (a    
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= y x c) ny (a = y) c n(a=           

 . x y = y x. إذن   x,yC)ت(  

ليست  G/C. إذن  ةغير ابدالي G. وهذا يتناقض مع الفرض بأن  تكون ابدالية G في هذة الحالة

   . دائرية

   . تكون ابدالية Gعدد أولي ، فاثبت أن  pحيث  |2G| = pزمرة بحيث  Gإذا كان  .69

 |C(G)|، فإن   G≤ C(G). بما أن   عدد أولي pحيث ،  |2G| = pزمرة بحيث  Gليكن الحل: 

ض أن . نفر | |C(G) ≠1ينتج أن   G. من معادلة الفصول للزمرة  2pأو   pأو  1يساوي 

|C(G)| = p   إذن .|G/C(G)| = p   إذن .G/C(G) إذا كانت .  تكون زمرة دائريةG  غير

تكون ابدالية أو               G. إذن  (68ابدالية ، فإننا نحصل على تناقض مع ما جاء في تمرين )

p≠ C(G)| |  إذا كان .p≠ C(G)| |   2، فإنC(G)| = p|   إذن .|G| = |C(G)|  إذن .G كون ت

    . ابدالية

  Direct product of groups – الضرب المباشر للزمر   

اذكر سبب صحة أو خطأ كل جملة مما يلي:                                                                    .70

                                                                                          Z 2Z  6Z ×3   )أ(  

                                                                                          Z 2Z  8Z ×4 )ب(  

   4K×  2Z  8Z)ت(   

 . إذن m,nN)أ(  صحيحة ، بناء  على المبرهنة:  ليكن  الحل:

mnZ  nZ×  mZ  (m,n) = 1     

 . )أ(بناء  على المبرهنة المذكورة في   1 ≠ (2,4)خطأ ، لأن    (ب)

. لكن   2Z × 2Z×  2Z  4K×  2Z  8Z . وبالتالي   2Z×  2Z  4Kخطأ ، لأن:    (ت)

2Z × 2Z×  2Z  8زمرة غير دائرية ، بينماZ زمرة دائرية                                                           .

   2تحتوي على أكثر من زمرتين جزئيتين رتبتهما   4K×  2Z: سبب آخر لخطأ هذة العبارة
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({(0̅,1),(0̅,a)} , {(0̅,1),(0̅,b)} , {(0̅,1),(0̅.c)} )  ، بينما  . ثلاثة زمر جزئيةوتحتوي

8Z 〈4̅〉هي  و 2 اتحتوي على زمرة جزئية واحدة رتبته =  {0̅,4̅} . 

.nZ×  mZ  (x̅ليكن  .71 y̅)  .اذكر العلاقة بين  ord((x̅. y̅)). ord(x̅). ord(y̅) ،  ثم

.ord((x̅أوجد  y̅))    عندماm = 6 , n = 9 . 

.nZ×  mZ  (x̅ليكن الحل:  y̅) إذن . 

  ord((x̅. y̅)) = l. c.m(ord(x̅). ord(y̅))  

.9Z×  6Z  (5̅ليكن   . إذن  (3̅

 = l.c.m (6,3) = 6 ord ((5̅. 3̅)) = l. c.m(ord(5̅). ord(3̅))   

G = 𝐙p3ليكن   .72 × 𝐙p2 × 𝐙p  حيث ،p أوجد عدد العناصر في الزمرة  عدد أولي .G 

   3p)ت(              2p)ب(             pالتي رتبها تساوي:    )أ(   

G = 𝐙p3ليكن  الحل:  × 𝐙p2 × 𝐙p  حيث ،p عدد أولي  . 

 هي pورتبها أقل من أو تساوي  Gمجموعة العناصر التي تنتمي إلى  (أ)

A = { (i p̅2, j p ̅, k 1̅) | 1≤ i , j , k ≤ p }   

 . pتكون قوة للعدد الأولي  G، فإن رتبة أي عنصر في  |6G| = p. بما أن   |3A| = p لاحظ أن

عدد  . إذن 1الذي رتبتة تساوي  Aوهو العنصر الوحيد في  Aينتمي إلى  (0̅ , 0̅ , 0̅)العنصر 

 . 3p – 1هو  pالتي رتبها تساوي  Gالعناصر في 

 هي 2pورتبها أقل من أو تساوي  Gمجموعة العناصر التي تنتمي إلى   (ب)

                                        B = {(s p̅, t 1 ̅, r 1̅)|1≤ s , t ≤ p2 .  1 ≤ r ≤ p}     

. لاحظ أن  2pحدة على الأقل رتبتها تساوي يحتوي على مركبة وا Bوذلك لأن كل عنصر في   

 ، 2pيساوي  B، وعدد المركبات الثانية لعناصر  2pيساوي  Bعدد المركبات الأولى لعناصر 

  A \B. إذن    B A. لاحظ أن   |5B| = p. إذن   pيساوي  Bوعدد المركبات الثالثة لعناصر 

العناصر التي تنتمي إلى . إذن عدد  2pتساوي ورتبها  Gمجموعة العناصر التي تنتمي إلى هي 

G  2تساوي ورتبهاp  3هوp – 5p  . 
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     ، فإن 3pأو  2pأو  pأو  1تساوي  Gرتبة أي عنصر في بما أن و  |6G| = pبما أن    (ت)

B \G   مجموعة العناصر التي تنتمي إلى هيG  3تساوي ورتبهاp  العناصر التي عدد . إذن

 . 5p – 6pهو  3pتساوي ورتبها  Gتنتمي إلى 

≅ 𝐙pn. إذا كان   nNعدد أولي ، وليكن   pليكن  .73 A × B أن  برهن، فA = {1}  

 . B = {1}أو 

≅ 𝐙pn. وليكن  nNعدد أولي ، وليكن   pليكن الحل:  A × B  إذن .A × {1}  تماثل زمرة

 rN. إذن يوجد   𝐙pnتماثل زمرة جزئية من  A. إذن  A  A × {1}. لكن   𝐙pnجزئية من 

يوجد ، لأن أي زمرة جزئية من زمرة دائرية تكون أيضا  دائرية . بالمثل   A  𝐙pr، بحيث 

sN  بحيث ،B  𝐙ps  إذن .  Zpn ≅ 𝐙pr × 𝐙ps  . نفرض أنA ≠ {1} , B ≠ {1} . ذنإ  

r,s  1 إذن . 𝐙pr × 𝐙ps على زمرتين جزئيتين مختلفتين رتبتهما تساوي  تحتويp  لكن هذا .

تحتوي على زمرة جزئية  Gزمرة دائرية ، فإن  Gيتناقض مع المبرهنة التي نصها )إذا كانت 

 . B = {1}أو  A = {1}بحيث تكون رتبتها تساوي هذا القاسم( . إذن  Gوحيدة لكل قاسم لرتبة 

.  z| = C }  ,   A = { z0{ \C =  *C}  ,  0 | x R = {x +R|  |1{ ليكن  .74

 أن و ملية ضرب الأعداد(يالنسبة لعتكون زمر ضربية )  A *C,   +R , اثبت أن 

 × A +R  *C . 

تكون زمر يالنسبة لعملية ضرب الأعداد . وبالتالي            A *C,   +R , من الواضح أن الحل: 

× A +R  بات . ليكن تكون زمرة بالنسبة لعملية ضرب المرك*Cz في الصورة القطبية . 

، بحيث                               A +R→  *C:   ×. ليكن  i sin +  cos r (=  i z = r e( يكون  

)i (r , e) = i r e(   لكل*Ci r e  إذن من الواضح أن . . يكون تماثل زمري  

𝐙2أوجد كل الزمر الجزئية من الزمرة   .75 × 𝐙2 × 𝐙𝟐                               :والتي رتبها تساوي

  4)ب(                2)أ(  

 .   = 2Z×  2Z×  2ZGنضع  الحل: 

و   S ={(0,0,0),(a,b,c)} ≤ G. إذن  ord((a,b,c)) = 2، بحيث  G(a,b,c)ليكن   (أ)

ord(S) = 2  إذن نوجد كل العناصر المختلفة في .G بما أن  . 2ي التي رتبها تساو 
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 2 = ord((a,b,c)) = l.c.m (ord(a) , ord(b) , ord(c)) 

 هي (ord(a) , ord(b) , ord(c))   الإحتمالات المختلفة لـ 

  (2,1,1) , (1,2,1) , (1,1,2) , (2,2,1) , (2,1,2) , (1,2,2) , (2,2,2) 

عدا العنصر ما G)أي كل عناصر  2رتبها تساوي  Gإذن توجد سبعة عناصر مختلفة في 

 هي 2رتبها تساوي  Gالمحايد( . إذن توجد سبعة زمر جزئية مختلفة من 

{(0̅,0̅,0̅),(1̅,0̅,0̅)}  ,  {(0̅,0̅,0̅),(0̅,1̅,0̅)}  ,   {(0̅,0̅,0̅),(0̅,0̅,1̅)}  .   

 {(0̅,0̅,0̅),(0̅,1̅,1̅)}  .  {(0̅,0̅,0̅),(1̅,0̅,1̅)}  .   {(0̅,0̅,0̅),(1̅,1̅,0̅)} .  

  {(0̅,0̅,0̅),(1̅,1̅,1̅)} 

 4رتبتها  G. أي زمرة جزئية من  4التي رتبها تساوي  Gالزمر الجزئية المختلفة من نوجد  (ب)

أو  4Zتماثل  4( ، لأن أي زمرة رتبتها ) group-4the Klein()زمرة كلين الرباعية  4Kتماثل 

 4K  4، كما أنZ  زمرة دائرية وG  4لكن  . 4لا تحتوي زمرة جزئية دائرية رتبتهاK  تتولد

. لاحظ  2تتولد بعنصرين رتبتهما  4رتبتها  G. إذن أي زمرة جزئية من  2بعنصرين رتبتهما 

، حيث    a,b,c,dG\{0}. ليكن  2ماعدا العنصر المحايد تساوي  Gأن رتبة كل عنصر في 

 :أحد الشروط التالية a,b,c,dإذا حققت العناصر  < a,b > = < c,d >. إذن   (0̅,0̅,0̅) = 0

1- a = c  , b = d   ،  لأنة في هذة الحالة يكونa b = c d  

2- a = c , ab = d   لأنة في هذة الحالة يكون ،a b = d  c b = d  b = c d  

3- a = d , b = c   ،   لأنة في هذة الحالة يكونa b = d c = c d  لاحظ أن(G )ابدالية    

4- b = c , a b = d  لأنة في هذة الحالة يكون ،ab = d  ac = d  a = dc = cd  

5- a = d , ab = c  ،  لأنة في هذة الحالة يكونab = c  db = c  b = dc = cd  

6- b = d , ab = c  ،  لأنة في هذة الحالة يكونab = c  ad = c  a = cd   

 ، حيث  7a,  6, a 5, a 4, a 3, a 2, a 1, a 0G = {a{ليكن  

     (1̅,1̅,0̅)= 4a  ,   (0̅,0̅,1̅)= 3a,    (0̅,1̅,0̅)= 2a,     (1̅,0̅,0̅)= 1a,     (0̅,0̅,0̅)= 0a

 (1̅,1̅,1̅)= 7a,      (0̅,1̅,1)= 6a,     (1̅,0̅,1̅)= 5a ,  
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تكون زمر جزئية مختلفة    >a2> , < a 6,a1a> , … , <  3,a1> , <a 2,a1a,3 <إذن الزمر   

 ، حيث  < c,d > الزمرة الجزئية . نعتبر 7وعددها  Gمن 

 )}3,a2) , (a6,a1,(a) , … 3,a1) , (a2,a1A = {(a (c,d)   

. بالتالي  تحقق أحد الشروط الستة السابقة Aمع مركبتي أحد عناصر  c,dمن السهل اختبار أن 

 . 4التي رتبها  Gالجزئية من  الزمر الجزئية السبعة السابقة هي كل الزمر

هي زمرة  a,b,c}1= { 4K,، حيث    K 2Z  2Z×  4K G ×4لاحظ أن ( 1)ملحوظة: 

تماثل  4التي رتبها  Gإذن كل الزمر الجزئية من  ( .the Klein 4-group) كلين الرباعية

 الزمر

,    b}× {1,2 Z× {1,a}  ,   2 Z,      2Z , {1,c}×  2Z ,  {1,b}×  2Z a}×,{1  

. × {1,c}2 Z   

 : 4التي رتبها  G( طريقة أخرى لإيجاد الزمر الجزئية من 2)

 هى :  4التي رتبها  G، فإن الزمر الجزئية من   = 2Z×  2Z×  2ZGبما أن 

                 }(0̅. 0̅). (0̅. 1̅){× 2Z,      }0̅{× 2Z×  2Z,     2Z×  }0̅× { 2Z,   2  Z×  2Z×  }0̅{

  2Z× }(0̅. 0̅). (1̅. 1̅){,      2Z× }(0̅. 0̅). (1̅. 0̅){ }   ,  (0̅. 0̅). (1̅. 1̅)×{ 2Z,      

G = 𝐙pمرة(   n) ليكن   .76 × 𝐙p × ⋯× 𝐙p   حيث ،p أن   برهن .  عدد أولي

Aut(G)  GL(n, 𝐙p) . 

G = 𝐙pمرة(   nليكن  )الحل:  × 𝐙p × ⋯× 𝐙p   حيث ،p بما أن .  يعدد أولp  عدد أولي

. ليكن  nبعدة يساوي  pZ يكون فضاء متجة فوق G( . وبالتالي fieldيكون حقل )  pZ، فإن 

Aut(G)f  إذن .G→ f : G   يكون تماثل زمري . ليكنpZr̅,  Gx,y إذن . 

 f(x + y) = f(x) + f(y)   ,   

 f(r̅ x) = f(x + … + x)     (r times) 

           = f(x) + … + f(x)       (r times) 

           = r f(x) = r̅ f(x) 

ما للفضاء  (basis). إذن بالنسبة لأساس  (linear mapping) يكون تطبيق خطي fإذن  

. وبما  pZعناصرها تنتمي إلى  n×nمن الدرجة  )matrix(تناظر مصفوفة  f، فإن  Gالمتجة 
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يوجد لها   f. إذن المصفوفة المناظرة لـ  f  يوجد معكوس لـمتباين وشامل( ، فإنة أي تقابل ) fأن 

يناظر مصفوفة في  Aut(G)إذن كل تماثل زمري في  . 0معكوس ، وبالتالي محددها لا يساوي 

)pZGL(n,  إذن .) 𝐙p,GL(n Aut(G)  .  

⊳ A وليكن،  زمرة  Gليكن  .77 G   :برهن ما يلي .                                                     

⊳ Bيوجد   G  بحيث ،G لـ  تكون الضرب المباشر الداخليA , B      وجد تشاكل زمري ي

 : G  A  فوق بحيث تقيدة A  تماثل زمرييكون                                                              

 . ( Aaلكل   (a) = A)(aبحيث    A  A:  A|  هو التطبيق A فوق ϕتقيد )

⊳ A وليكن،  زمرة  Gليكن الحل:  G . 

(  ليكن  )B ⊲ G  بحيث ،G لـ  تكون الضرب المباشر الداخليA , B إذن . 

 G = A B  ,  A ∩ B = {1}  ,  a b = b a ,  aA , bB 

،  ϕ(a b) = a بحيث   : G  A(( . ليكن 60))انظر تمرين  G = A B  A × B إذن 

تكون الضرب المباشر  Gبما أن .  a b , a' b'G( . ليكن aA , bB)حيث  a bGلكل 

 ، فإن A , Bلـ  الداخلي

 a b = a' b'    a = a' , b = b'    ϕ(a b) = ϕ(a' b') 

 . بما أن (well define mapping)جيدا   معرف كون تطبيقي ϕإذن 

 ϕ((a b)(a' b')) = ϕ((a a')(b b')) = a a' = ϕ((a b)) ϕ((a' b')) 

،  a)(ϕ(a) = A|ϕ. إذن  Aفوق  ϕ هو تقيد A  A:  A|  يكون تشاكل زمري . ليكن  ϕفإن 

 A|، فإن  a1a (ϕa) = (ϕ(a) = A|ϕ = ( . بما أن  يكون تشاكل زمري A|. إذن  Aaلكل 

 يكون تماثل زمري . A|يكون تطبيق الوحدة . إذن 

( )  ليكنA→  G:  ϕ  ث تقيدةتشاكل زمري ، بحي  A  A:  A|                       المعرف بـ

a)((a) = A   لكلAa  يوجد  يكون تماثل زمري . نبرهن أنة⊲ G B  بحيث ،G  تكون

)مبرهنة( .  Ker(ϕ) = {gG | ϕ(g) = 1}⊲G  لاحظ أن.  A,Bلـ  الضرب المباشر الداخلي

.  B ⊄ }1{\A ثل زمري يؤدي إلىيكون تما  A|. لاحظ أن الفرض بأن  )ϕB = Ker( نضع 

 .  G = A B. والآن نبرهن أن  A ∩ B = {1} نإذ

(g(a) = AA , s.t. a   A  (g)ϕ  G g  

  g) 1-(aϕ(g) = ϕ 1-(a))ϕ1 = (     (g)ϕ(a) = ϕ             
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A B a B g  B  g 1-a             

 . A , Bلـ  لضرب المباشر الداخليتكون ا G. إذن  G = A B. إذن   G  A Bإذن  

⊳ B  , وليكن،  زمرة  Gليكن  .78 G  A ⊲ G أن   . برهنG / (A ∩ B)   تماثل زمرة

  . G/A × G/Bجزئية من الزمرة  

⊳ B  , وليكن،  زمرة  Gليكن الحل:  G  A ⊲ G . وليكنϕ : G → G/A × G/B      بحيث

ϕ(g) = (gA , gB)   لكلgG .  ليكنx,yG إذن . 

 ϕ(xy) = ((xy)A , (xy)B) = (xA , xB) (yA , yB) = ϕ(x) ϕ(y) 

 بما أنيكون تشاكل زمري .  ϕإذن 

 Ker(ϕ) = {gG | ϕ(g) = 1 = (A , B)}  

             = {gG | (gA , gB) = (A , B)} 

             = {gG | gA , gB)}  

             = A ∩ B 

.   G / (A ∩ B)  ϕ(G) ≤ G/A × G/Bمر أن  فإنة ينتج من مبرهنة التماثل الأولى في الز

 . G/A × G/Bتماثل زمرة جزئية من الزمرة    G / (A ∩ B)أي أن 

 . G/A × G/Bتماثل زمرة جزئية من الزمرة   G، فإن  A ∩ B = {1}إذا كان ملحوظة: 

                       . ليكن                                        عدد أولي pزمرة ابدالية منتهية ، وليكن  Gليكن   .79

             }1G | (ord(x) , p) = }  ,  B = {xN, r rG | ord(x) = pA = {x                            

 .  A , Bتكون الضرب المباشر الداخلي لـ   Gوأن   A , B ≤ Gاثبت أن 

                                                       . ليكن        عدد أولي pزمرة ابدالية منتهية ، وليكن  Gليكن الحل: 

G | (ord(x) , p) = 1}}  ,  B = {xN, r rG | ord(x) = pA = {x 

 . ليكن  s, ord(y) = p  rord(x) = p ، بحيث  Nr,s. إذن يوجد  Ax,yليكن 

s) , t = l.c.m(r  بما أن .G  ابدالية ، فإنty) = p ord(x  إذن .Ay x  لكن .G  . منتهية

لا يقسم كل من  p. أي أن  x,yB  .(ord(x) , p) = (ord(y) , p) = 1. ليكن  A ≤ Gإذن 

ord(x) , ord(y)  ليكن .ord(x) = r , ord(y) = s  إذن .(r s , p) = 1                     بما أن .

1=  r sy) (x  فإن .y) | r s ord(x  1. إذنy) , p) =  (ord(x ذن . إBy x  . إذنG≤ B   .

 ، بحيث  Za,b. إذن يوجد  r(p ,  = (1m. إذن  p) ,  = (1m، حيث  |m rG| = pليكن  
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1a + m b = r p  إذن كل عنصر .Gg يكون في الصورة 

  g = gpra+mb = (gpr
)a (gm)b     

gpr)لكن  
)m = gprm = g|G| = ord(gpr. إذن    1

) | m .                            إذن  

1= ) p,  ord(gpr
B gpr. إذن   )(

pr(gm). بالمثل   
. إذن  r) | pmord(g. إذن   1=

Amg  بما أن .B gpr
gpr)، فإن    

)a∈B  . وبما أنAmg  فإن ، (gm)b ∈ A إذن .

gA B إذن . G = A B  لاحظ أن .A  B = {1}  وبما أن .G  ابدالية ، فإنA,B⊲G  .

 . A , Bالضرب المباشر الداخلي لـ  تكون  Gإذن 

 ، بحيث           N sn, … ,  2, n 1nوجد زمرة ابدالية منتهية . برهن أنة ي Gليكن   .80

 1-s, … ,  2 , 1, i = i | n 1i+n ,        𝐙n1
× 𝐙n2

× ⋯× 𝐙n𝑠
 G   

p1 =ليكن   زمرة ابدالية منتهية . Gليكن الحل: 
α1p2

α2 ⋯pr
αr  | G|  حيث ،rp,…,2,p1p  

 . ليكن rp… < <  2< p 1p  أن أي ، أعداد أولية مختلفة في ترتيب تصاعدي

,     1s1  + … + 12  + 11=  1   

,     22s+ … +   22+   21=  2    

     ..  ..  ..  .. ..  ..  ..  ..  ..  ..                         , 

.       rrs+ … +   r2+   r1=  r    

 .  r≤ i ≤  1، لكل    iis …   2i  1i  1 حيث  

 إذن

G ≅ (Zp1
α11 × Zp1

α12 × ⋯ × Zp1
α1s1)  ×  (Zp2

α21 × Zp2
α22 × ⋯ × Zp2

α2s2) 

        × ⋯ × (Zpr
αr1 × Zpr

αr2 × ⋯ × Zpr
αrsr) 

 . إذن  it > s  ، لكل it  =0. وليكن   rs,…,2,s1s = max(s( ليكن 

G ≅ (Zp1
𝛼11 × Zp1

𝛼12 × ⋯ × Zp1
𝛼1s)  ×  (Zp2

α21 × Zp2
α22 × ⋯ × Zp2

α2s) 

        × ⋯ × (Zpr
αr1 × Zpr

αr2 × ⋯ × Zpr
αrs) 

  ≅ (Zp1
𝛼11 × Zp2

𝛼21 × ⋯ × Zpr
𝛼r1) × (Zp1

𝛼12 × Zp2
𝛼22 × ⋯ × Zpr

𝛼r2) 

        × ⋯ × (Zp1
𝛼1s × Zp2

𝛼2s × ⋯ × Zpr
𝛼rs) 
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   sG ×… ×  2× G 1G  =     

 حيث

  i = 1,2,…,s,     Zp1
𝛼1i × Zp2

𝛼2i × ⋯ × Zpr
𝛼ri=  iG  

i = 1,2,…,s ni= |Gi|= p1 ,    لاحظ أن 
α1ip2

α2i  ⋯pr
αri  . إذن   

 . إذن  s| n sn, … ,  2| n 3, n 1| n 2n-1  . لاحظ أن Gi ≅ Zni  , i=1,2,⋯,s  إذن 

1-, i =1 , 2 , … , s i | ni+1 n ,        𝐙n1
× 𝐙n2

× ⋯× 𝐙ns
 G   

                                                                                             اثبت أن.  m,nNليكن  .81

tZ×  sZ  nZ×  mZ    حيث ،s = g.c.d(m,n) , t = l.c.m(m,n)       

                        . إذن  nأو  mهي كل الأعداد الأولية التي تقسم   rp,…,2,p1p. وليكن   Nm,nليكن الحل: 

n = p1
1p2

2 ⋯pr
r  ,    m = p1

α1p2
α2 ⋯pr

αr    

 إذن . i  =0، فإن   nلا يقسم  ipإذا كان . كذلك  i  =0، فإن   mلا يقسم  ipلاحظ أنة إذا كان 

  𝐙m  ≅  Zp1
𝛼1 × Zp2

𝛼2 × ⋯ × Zpr
𝛼r   ,  

   𝐙n  ≅  Zp1
β1 × Zp2

β2 × ⋯ × Zpr
βr  

 إذن  

  Zm × Zn ≅  Zp1
𝛼1 × Zp2

𝛼2 × ⋯ × Zpr
𝛼r × Zp1

β1 × Zp2
β2 × ⋯ × Zpr

βr   

 إذن  . r,…,1,2)  ,  i = i,  i= max( i   )  ,i,  i(= min iليكن 

 , i = 1,2,…,r  Zpi
𝛼i × Zpi

βi ≅ Zpi
γi × Zpi

δi     

 إذن 

  Zm × Zn ≅  Zp1
γ1 × Zp2

γ2 × ⋯ × Zpr
γr × Zp1

δ1 × Zp2
δ2 × ⋯ × Zpr

δr 

 نضع    

  t = p1
δ1p2

δ2 ⋯pr
δr   ,    s = p1

γ1p2
γ2 ⋯pr

γr    

   . إذن  s = g.c.d(m,n) , t = l.c.m(m,n)لاحظ أن  

                                                           ,    Zs ≅ Zp1
γ1 × Zp2

γ2 × ⋯ × Zpr
γr    

Zt ≅ Zp1
δ1 × Zp2

δ2 × ⋯ × Zpr
δr     
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 إذن 

tZ×  sZ  nZ×  mZ    حيث ،s = g.c.d(m,n) , t = l.c.m(m,n) . 

 An action of a group on a set -تأثير زمرة على مجموعة    

( تؤثر )شماليا( على   group-4the Klein)  4Kاثبت أن زمرة كلين الرباعية  .82

هى  4G = K (xG ، حيث )G 2) , G4) , orb(2orb ,4، ثم أوجد  4I }=1,2,3,4{المجموعة 

 .  (((x stabilizer group of xزمرة ثبات 

 زمرة كلين الرباعبة كزمرة تباديل هىالحل: 

 )}3 2)(4 1) , (4 2)(3 1) , (4 3)(2 1, ( 1= { 4K 

                 . لاحظ أن I 4K (f , x) ×4، لكل    x = f(x) fبحيث    4I→  4× I 4K:  ليكن 

f  x   ترمز لصورة (f , x)بـ    من الواضح أن .  جيدا   يكون تطبيق معرف                                       

)well define mapping(  4. ليكنI, x 4Kf,g  . إذن 

 1 x = 1(x) = x  ,  (f g)  x = (f g)(x) = f(g(x)) = f(g  x) = f  (g  x) 

. لاحظ أن هذا التأثير يسمى التأثير  4Iلمجموعة على ا 4Kكون تأثير شمالي للزمرة ت إذن 

 .  4Iعلى المجموعة  4Kالطبيعي للزمرة 

,  4} = {1,2,3,4} = I4K} = {f(2) | f4K2 | f ord(2) = {f   

,  4} = {1,2,3,4} = I4K} = {f(4) | f4K4 | f ord(4) = {f   

, | f(2) = 2} = {1} 4K{f2 = 2} =  | f  4K= {f 2G  

.| f(4) = 4} = {1} 4K4 = 4} = {f | f  4K= {f 4G  

عدد أولي . وليكن                                                            pحيث   ||n r= p Gبحيث ، زمرة منتهية  Gليكن  .83

}rG  , |M|= p X = {M | M    اثبت أن .X G×X :   حيث بM = gM g   لكل

(g,M)G×X   كون تأثير شمالي لـ يG   علىX                       اثبت كذلك أن .

|orb(M)| ≡ 0 (mod p) . 
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                       عدد أولي . وليكن pحيث   | = |n rpGبحيث ، زمرة منتهية  Gليكن الحل: 

}rG  , |M|= p X = {M | M    ليكن .X G×X :    بحيثM = gM g    لكل

(g,M)G×X  .  من الواضح أن ليكن  جيدا   معرف قيكون تطبي .g,hG , MX إذن .  

1  M = M ,  (g h)  M = (g h) M = g (h M) = g (h  M) = g  (h  M) 

 . إذن    MGg M = M ,  g M = g. لاحظ أن  Xعلى  G يكون تأثير شمالي لـ  إذن 

M}, m  MG{g m | g M = MG   بما أن .⋃ GM mm∈M=  M MG   فإن ، 

| tMM| = |G MG M| = ||  حيث ،t ة المختلفةيمينيهو عدد المجموعات المشاركة ال                   

Mm  , mM G  إذن .||M| | MG|  لكن .rM|= p|  إذن .psM| = MG|  حيث ،r≤  Ms≤  0  .

  بالتالي يكون.  |M< | MG||، فإن  rM s >إذا كان 

n tp=  pr-sM  n=  psM/  n r| = pM] = |G| / |GMb(M)| = [G : Gor|  

 . orb(M)| ≡ 0 (mod p)|إذن .  t = r-sM > 0حيث  

.                                G / H ={a H | aG}. ليكن   H ≤ G , H ≠ Gزمرة ، وليكن  Gليكن  .84

                                                               .      G / Hعلى  G)أ(     أوجد تأثير شمالي لـ 

تحتوي على زمرة جزئية  H، فاثبت أن [G : H]   لا يقسم |G| هية. إذا كانمنت Gليكن    )ب(

.                                                                                 Gناظمية غير بديهية من 

⊳ H، فبرهن أن  |G|عدد أولي يقسم  p، حيث  p = [G : H]إذا كان  )ت(   G . 

 . G / H ={a H | aG}. ليكن  H ≤ G , H ≠ Gزمرة ، وليكن  Gليكن الحل:  

                       ل، لك  a  b H = (a b) Hبحيث ،    : G × G / H → G / Hليكن (أ)

(a,b H)G × G / H   .لاحظ أن a  b H   ترمز لصورة (a , b H) بـ ضح أن. من الوا   

  ليكن  جيدا   يكون تطبيق معرف .a,bG , c HG/H  إذن . 

 1 a H = a H  ,  

 (a b)  c H = ((a b) c) H = (a (b c)) H = a  (b c) H = a  (b  c H) 

 . H / Gعلى المجموعة  Gكون تأثير شمالي للزمرة ت    إذن
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 S(X). لاحظ أن  X = G/H. نضع [G : H] لا يقسم  |G| . وليكن هيةمنت Gليكن   (ب)

بحيث  f : G → S(X)( . ليكن X)أي زمرة كل التباديل على  Xمرة المتماثلة على ترمز للز

f(a)(b H) = (a b) H  لكل ،aG , b HX .  من الواضح أنf جيدا   يكون تطبيق معرف . 

 . إذن a,bG , c HXليكن 

f(a b)(c H) = ((a b) c) H = (a (b c)) H = f(a)((b c) H) = f(a)(f(b)(c H))  

                  = (f(a) f(b))(c H) 

يكون تشاكل زمري . إذن ينتج من مبرهنة التماثل الأولى في  f. إذن  f(a b) = f(a) f(b)إذن 

. لاحظ أن  |f(G)| | |S(X)|. ومن مبرهنة لاجرانج ينتج أن   G / Ker(f)  f(G)الزمر أن 

[G : H] ركة )الشمالية( المختلفة لـ اد المجموعات المشيرمز لعدH  فيG  ويسمى الدليل ،

إذن  . S(X)| = [G : H]|. إذن  X| = |G / H| = [G : H]|إذن  . Gفي   H)الشمالي( لـ

|f(G)| | [G : H]  نفرض أن .Ker(f) = {1}  إذن .f                       يكون متباين ، وبالتالي

|G| = |f(G)|  إذن .|G| | [G : H] لكن هذ يتناقض مع الفرض بأن . |G| لا يقسم [G : H] . 

 .  Ker(f) ≠ {1}إذن 

 Ker(f) = {aG | f(a) = 1}  

            = {aG | f(a)(b H) = b H  ,  b HX}  

            = {aG | (a b) H = b H  ,  b HX }  

} Gb H  , a b 1-G | ba= {             

} Gb ,  1-b H bG | aa= {             

            = ⋂ b H b−1
b∈G   

 . H ⊲ Ker(f). إذن  G ⊲ Ker(f). لكن  H≤  Ker(f). إذن   Gbلكل  H  1-b H bلكن 

،  orb(x) xG ,، ثم أوجد  2Rتؤثر شماليا على المجموعة   )R,2G = SL(اثبت أن  .85

 . x = (0,0) , (1,3)حيث 

] }  نضع.  )2R)  ,  X = R,2G = SLيكن لالحل: 
x1

x2
] | x1. x2 ∈ 𝐑 }=  X                  ليكن .

 : G × X → X  بحيثA  x = A x  لكل(A , x) G × X  . إذن يكون تطبيق معرف 
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)أي العنصر المحايد في  Gمصفوفة الوحدة في ترمز ل Iليكن  . A,BG , xXجيدا  . ليكن 

 إذن ( . Gرة الزم

 I  x = I x = x  , 

(AB)  x = (A B) x = A (B x) = A (B  x) = A  (B  x) 

] = oليكن . Gتكون تأثير شمالي لـ  إذن 
0
0

]  X  إذن . 

,   G |  A o = o} = Go = o} = {A A   G |= {A 0G  

 orb(o) = {A  o | AG} = { [
0
0

] } = {o} 

] = xليكن 
1
3

] X  إذن . 

}[
1
3

]=  [
1
3

] G |  Ax = x} = {A G |  A = {A xG  

] = Aيكن ل
r a
b c

]G   إذن . 

 r + 3 a = 1  ,  b + 3 c = 3  ,  |A| = r c – a b = 1  

 . إذن   a = (1-r)/3  ,  b = -3 +3 r  ,  c = 2 – r إذن

{ [
a + 3b
c + 3d

] | [
a b
c d

] ∈ G }=  orb(x),    {[ 
r (1-r)/3

-3+3r 2-r
] | r∈R }=  xG  

              2R  2R×  *R:  ، وليكن    = 2RX، وليكن   = R(=  *RG\}0({ليكن  .86

 y (بحيث
1

r
,  (x , y) = (r x r  2 ، لكلR(x,y) , *Rr  برهن أن .  يكون تأثير شمالي

 . Gوأوجد زمر ثبات عناصر ،  Xعلى  Gلـ 

 بحيث   2R  2R×  *R:  ، وليكن    = 2RX، وليكن   = R(=  *RG\}0({ليكن  الحل:

) y 
1

r
,  (x , y) = (r x  r 2 ، لكلR(x,y) , *Rr  .ليكن                                                 

2R,  a,b  2R)2, x 1x = (x  إذن . 

,    ) = x2, x1 (x =  )2, x1 (x x = 1   1 

 )2, (1/a b) x 1) = ((a b) x2, x1 (x a b) x = ( (a b)   

)2, ((1/b) x 1(b x ) = a  2) , (1/a)((1/b) x1a (b x= (                

 x) (b  )) = a 2, x 1(x (b  a =                 
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 . إذن  x ) ≠0,0( نفرض أن.  2Rعلى المجموعة  R*تكون تـأثير شمالي للزمرة   إذن 

)}2, x 1) = (x2, x 1(x | a  *Rx = x} = {a | a  *R= {a xG 

})2, x 1) = (x2, (1/a) x 1|  (ax *Ra= {      

     = {1} 

 . R= G =  xG*، فإن    ) = 0,0x(أما إذا كان  

                                                    اثبت أن .  xXوليكن  ، Xعلى مجموعة  Gتأثير شمالي لزمرة  ليكن  .87

.                                                                          Ga ، لكل  a x= a G xaG-1)أ(      

.                                                                          orb(x)y، لكل    yG  xG)ب(    

⊳يكون    orb(x)y)ت(    لكل  G xG    y= G xG . 

 . xX، وليكن  Xعلى مجموعة  Gتأثير شمالي لزمرة  ليكن الحل: 

 . إذن  aGليكن  (أ)

  x)) = x (a  (g  1-a  x   x) = a  (a  g    x aGg  

xGg a 1-a   x = x  g a  1-a  x)) = x   ((g a)  1-a                 

 1-a xa Gg                 

 . Ga ، لكل a x= a G xaG-1إذن 

 . إذن ينتج من )أ( أن y = a  xبحيث    aG. إذن يوجد   yorb(x)ليكن  (ب)

. xG  1-a x= a G x a = G yG  

 . يكون yorb(x) , aGلكل   (ت)

⊲ G xG   1 -a x= a G xG    x a = G xG    y= G xG       

⊳يكون    orb(x)yلكل إذن  G xG    y= G xG . 

. استخدم تأثير زمرة على مجموعة لإثبات A,B ≤ G زمرة منتهية ، وليكن   Gليكن  .88

 أن

=|A x B|)أ(       
| A| |B|  

|A ∩ xBx-1|
    . ∀ x ∈ G                                                                          

 |a∈A   |A ∩ B|= |A ∩ aBa-1 ∀ , )ب(     
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 بحيث    : (A×B) × G → Gليكن   .A,B ≤ G زمرة منتهية ، وليكن   Gليكن الحل: 

 1-x = a x b (a,b)     لكلGA×B , x(a,b)  إذن لكل .GA×B , x(a,b),(c,d) 

 يكون 

 (1,1)  x = x  ,   

1-) b1-= a (c x d 1-x = (a c) x (b d) x = (a c , b d)  ((a , b) (c , d))   

)x) ((c , d)  (a , b)  = 1-x) b a ((c , d) =                                

 . Gعلى المجموعة  A×Bيكون تأثير شمالي للزمرة  إذن 

B} = A x BA , b| a 1-A×B} = {a x bx | (a , b) orb(x) = {(a , b)   

 . لكن|orb(x)| = |A x B| إذن  

 |xorb(x)| = [A×B : (A×B)[     )مبرهنة(                                                            

 إذن

,  |x= |A| |B| / |(A×B) |x] = |A x B| / |(A×B)xA x B| = [A×B : (A×B)|  

x = x} A×B | (a,b) x = x} = {(a,b) A×B | (a,b) = {(a,b) x(A×B)  

}1-b x A×B | a = x= {(a,b) = x} 1-A×B | a x b{(a,b)=                

 إذن 

)1-A ∩ (x B xz  B  A , b, a  1-z = a = x b x    x (A×B)(a,b)  

 . إذن  |x B x∩ A ||  =  x(A×B))-1( |  إذن 

. Gx ) |  ,  1-A x B| = |A| |B| / |A ∩ (x B x|   

 ، نحصل على x = 1 بأخذملحوظة: 

   |A B| = |A| |B| / |A ∩ B|  

 .  |A B| = |A| |B| / |A ∩ B|   لذلك يعتبر هذا البرهان برهانا  آخر للنتيجة

 ، نحصل على x = a Aمن )أ( بأخذ    (ب)

 | )1-(a B a∩ A B| = |A a B| = |A| |B| / |A |    

 . إذن | a B a∩ B| = |A| |B| / |A ∩ A| |B| / |A)-1(   |إذن

Aa ,  )|  1-A ∩ B| = |A ∩ (a B a| 
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ينتج مباشرة من                       Gaلكل   | a B a∩ B| = |A ∩ A)-1(| لاحظ أن اثباتظة: ملحو

1-a B a B    لكلGa . 

. استخدم تأثير زمرة على مجموعة لإثبات أن                         A , B ≤ Gزمرة ، وليكن   Gليكن  .89

N(A)]∩ B}| = [B : B | b 1-b A{b |   حيث ،N(A)  و ناظمية هA  فيG   

(normalizer of A in G) .  

 . ليكن  B}| b 1-X = {b A b . نضع   G≤ A , Bزمرة ، وليكن   Gليكن الحل: 

X→ B × X :     1بحيث-) = (g b) A (g b)1-(b A b g     لكلX1-B , b A bg  . 

 . إذن X1-b B ,  b Ag,h . ليكن  g1-= g (b A b  1-(g b) A (g b) (-1لاحظ أن  

,    1-= b A b 1-b A b  1   

 1-g )1-h 1-= g (h b) A (b 1-= ((g h) b) A ((g h) b) 1-b A b (g h)   

 1-g )) 1-b(b A   h( = g  1-g )1-)h b( (h b) A(g =                           

 )1-b A b  h(  g=                           

 . إذن  Xعلى المجموعة  Bالي للزمرة يكون تأثير شم إذن 

 B}| g 1-= {(g b) A (g b)B} | g 1-b A b g  ) = {1-orb(b A b  

B} = X| h 1-{h A h=                       

 . إذن  Xهذا يعني أن كل المدارات تكون متساوية وتساوي 

|)1-X| = |orb((b A b|  

 أن   Xx، لكل    | = |x[B : Borb(x)[بالتالي ينتج من المبرهنة   

 |X| = [B : BbAb−1] 

 . أي أننا نبرهن أن  [B : B ∩ N(A)] = [B : BbAb−1] إذن نبرهن الآن أن

   |BbAb−1 |  =  |B∩ N(A)|                                                                                

 نتج أن )ب( ي (88من تمرين )

Bb ,    |1-b N(A)b ∩  ∩ N(A)| = |B B|  

 إذن نبرهن أن

Bb |     , 1-∩ b N(A) b B|  =  |BbAb−1|  

 ، لأن N(b A b 1-b N(A) b =-1(لكن   
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  1-N(A) s.t.  g = b h bh    1 -b N(A) bg  

 1-b 1-b h )1-(b A b 1-b h= b 1 -) g1-g (b A b                           

N(A), h  1-= b A b 1-) b1-b (h A h=                                                       

)1-N(b A bg                           

 . إذن  Bg. ليكن  N(b A b 1-b N(A) b =-1(إذن  

  1-) = b A b1-(b A b g     BbAb−1g  

 1-= b A b1 -(g b) A (g b)                     

   1-= b A b 1-) g1-g (b A b                     

1-= b N(A) b )1-N(b A bg                     

   |Bb |  , 1-b N(A) b∩  B|  =  |BbAb−1  إذن 

. استخدم تأثير زمرة على مجموعة  S ≤ G , S ≠ Gزمرة منتهية ، وليكن   Gليكن  .90

⋃ ≠ Gت أن  لإثبا  g S g-1
g∈G    . 

 في تمرين  A = S , B = G  بأخذ . S ≤ G , S ≠ G، وليكن   زمرة منتهية Gليكن  الحل:

 ( نحصل على 89)

G}| = [G : N(S)]| g 1-{g S g|  

لاحظ أن كل مجموعة من .  ]G : N(S)[يساوي  Ggلكل  g S g-1أي أن عدد المجموعات 

، كما أن هذة المجموعات ليست  Gللزمرة  1على العنصر المحايد هذة المجموعات تحتوي 

 منفصلة . بالتالي يكون

 |⋃ g S g-1
g∈G |  <  [G : N(S)] |S|  ≤  [G : N(S)] |N(S)|  ≤  |G| 

⋃ ≠ Gإذن   g S g-1
g∈G   . 

 Aالتي تماثل  4S. برهن أن عدد الزمر الجزئية من  | = |3A، بحيث   4S≤ Aليكن  .91

 ؟ | = |2A. هل هذا يكون صحيحا أيضا  عندما   ]N(A) 4S :[اوي  يس

  1+3تحتوي على  4S، فإن  |4S = |2×3×4. بما أن   | = |3A، بحيث   4S≤ Aليكن الحل: 

. لكن   = 1أو   = 0. إذن     0  ,  1+3 | 24  حيث 3رتبها  (لسيلو)زمرة جزئية -3
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4S   وبالتالي فهي تحتوي على أكثر من زمرة جزئية  3تحتوي على أكثر من عنصر رتبتة ،

 ، وهي 3تحتوي على أربعة زمر جزئية رتبها   4S. إذن    =1. إذن  3رتبتها  

A = {1 , (1 2 3) , (1 3 2)}  ,   

(1 4) A (1 4) = {1 , (2 3 4) , (2 4 3)}  , 

(2 4) A (2 4) = {1 , (1 4 3) , (1 3 4)}  ,  

(3 4) A (3 4) = {1 , (1 2 4) , (1 4 2)} . 

. إذن عدد  4Sgحيث  ، g S g-1لاحظ أن كل زمرة من هذة الزمر الجزئية في الصورة    

 لاحظ أن.  4يساوي  Aالتي تماثل  4Sالزمر الجزئية من 

1 3 2)}= A} = {1 , (1 2) , (1 3) , (2 3) , (1 2 3) , ( 1-| f A f4 SN(A) = {f 

 ( يكون 89ين ). من تمر N(A)| = 6|إذن  

| / |N(A)| = 24/6 = 44: N(A)] = |S 4}| = [S4S| g 1-{g A g| 

إذا كانت كل  ]N(A) 4S :[يساوي   Aالتي تماثل  4S. عدد الزمر الجزئية من  | = |2Aليكن 

. لكن هذا لا يتحقق لأن  4Sgحيث  ، g A g-1في الصورة  Aتماثل  4Sزمرة جزئية من 

ولا يوجد عنصر   } = 1A ) ,1 2{(تماثل  4Sمن  } = 1H ) ,1 2)(3 4{(الزمرة الجزئية 

4Sg  ، بحيث= H 1-g A g  2. إذن إذا كانA| = |  4، فإن عدد الزمر الجزئية منS  التي

 . ]N(A) 4S :[لا يساوي   Aتماثل 

عدد أولي  p، حيث  kord(f) = p. إذا كان  Aut(G)fزمرة منتهية ، وليكن   Gليكن  .92

 .  1لة عنصر ثبات لا يساوي  fفبرهن أن  ، |G|يقسم 

عدد أولي  p، حيث  kord(f) = pبحيث  Aut(G)fزمرة منتهية ، وليكن   Gليكن الحل: 

تأثير  . ليكن  X = G\}1{. ليكن  |kH| = p. إذن  H = < f <. نفرض أن   |G|يقسم 

في تأثير زمرة على  (fixed elements). من مبرهنة العناصر الثابتة  Xعلى  H)شمالي( لـ 

 مجموعة نحصل على 

(X)| (mod p)H|Fix X| |  

 . إذن X| ∤ p|. إذن   G| | ∤ p- 1، فإن   G |p||. بما أن   H|Fix -|X|  |p(X)|إذن  

0≠ (X)| HFix|  إذن .  ∅ ≠ (X)HFix  إذن يوجد عنصر .Xx  ،  بحيثx = x h   لكل

hH  أي أن(x  عنصر ثبات بـH إذن . )x كون عنصر ثبات بـ يfH  لاحظ أن(x ≠ 1 . ) 
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                   ، بحيث  GL(n,F)≤ G. ليكن  عدد أولي p و  |nF| = pبحيث ، حقل  Fليكن  .93

rG| = p| .  اثبت أنة يوجد عنصر ثبات لـG   فيF  المحايد الجمعي في  0لا يساوي(F). 

، بحيث                     GL(n,F)≤ Gيكن ول، عدد أولي  p و  |nF| = pبحيث ، حقل  Fليكن الحل: 

rG| = p| .  0{ليكن{\X = F   1. إذن – nX| = p|  ليكن .  تأثير )شمالي( لـG  علىX  إذن .

 في تأثير زمرة على مجموعة نحصل على  (fixed elements)من مبرهنة العناصر الثابتة 

(X)| (mod p)G|Fix X| | 

. إذن يوجد عنصر  GFix(X) ≠ ∅  . إذن  |GFix |(X) ≠0  إذن .  G|Fix -|X|  |p(X)|إذن  

xX  ،  بحيثA  x = x لكل AG  . إذنx  يكون عنصر ثبات بـG  لاحظ أن(x ≠ 0 . ) 

 G. ليكن  G| = 55 , |X| = 18|مجموعة بحيث   Xزمرة منتهية ، وليكن   Gليكن  .94

 . |GFix |(X) ≥2. اثبت أن   Xتؤثر على 

 تأثير . ليكن  X| = 18|مجموعة بحيث   X، وليكن   55مرة منتهية رتبتها ز Gليكن الحل: 

بحيث  Xمجموعة جزئية من  S)أي أن نظام دخول للمدارات  Sليكن  . Xعلى  G لـ شمالي

              . إذن( المختلفة Xتحتوي بالضبط على عنصر واحد فقط من كل مدار من مدارات 

X = ⋃ orb(x)x∈S   إذن .|X| = ∑ |orb(x)|x∈S لكن .                                                 

. إذن  |x/ |G 55| = xorb(x)| = |G| / |G| . إذن  |xorb(x)| = [G : G[)مبرهنة(    

|orb(x)|  الاحتمال  55أو  11و أ 5أو  1يساوي .|orb(x)| = 55 مرفوض ، لأن                   

|X| = 18 ,  orb(x)  X  . إذن|orb(x)|  بما أن 11أو  5أو  1يساوي .                              

|X| = ∑ |orb(x)|x∈S 18 =   فإنة يوجد على الأقل مدارين ،orb(x) , orb(y) 

( GFixx(X))أي أن  Gعنصر ثابت بـ  Xx. لاحظ أن  | = |1orb(x)| = |orb(y)بحيث

 . |GFix |(X) ≥2. إذن  |= |orb(x) 1إذا وفقط إذا كان 

 Sو   Xعلى  Gلـ  شمالي تأثير . ليكن  مجموعة منتهية Xزمرة منتهية و  Gليكن  .95

أن                                                                                         برهن.  x,y,zX , gGليكن  نظام دخول للمدارات .

                                                                      |orb(z)x,y , |   y| = |GxG )أ(   

فإن                                        ، x = x} X | g (X) = {xgFixإذا كان  )ب(  

                                   ,   ∑ |Fixg(X)|g∈G}| = (X)gFixG×X | x(g,x)|{    

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



94 
 

        ∑ |Fixg(X)|g∈G = ∑ |Gx |=|G||S|x∈X    

.  Xعلى  Gتأثير شمالي لـ  . ليكن  مجموعة منتهية Xزمرة منتهية ، وليكن   Gليكن الحل: 

 .  x,y,zX , gGليكن 

. إذن ينتج من  x = g  z  ,  y = h  z، بحيث   g,hG. إذن يوجد  x,yorb(z)ليكن  (أ)

 أ( أن ( )87تمرين )

  1-h z= h G zh= G y,   G   1-g z= g G zg= G xG    

 .  |z| = |Gy| = |GxG   | إذن 

 S، أي أن نظام دخول للمدارات  S، وليكن  x = x} X | g (X) = {xgFixليكن  (ب)

 Xبحيث تحتوي بالضبط على عنصر واحد فقط من كل مدار من مدارات  Xمجموعة جزئية من 

 ن الواضح أنإذن م.  المختلفة

 ∑ |Fixg(X)|g∈G}| = (X)gFixG×X | x(g,x)|{   

 ، فإن   xGg  إذا وفقط إذا كان  gFixx(X)بما أن  

  ∑ |Fixg(X)|g∈G = ∑ |Gx |x∈X 

⋃  . إذن  nx, … ,  2, x 1S = {x{ليكن  orb(xi)
n
i=1 = X  إذن من )أ( ينتج أن . 

  ∑ |Gx|= ∑ |Gx| x∈orb(x1) + ∑ |Gx|+⋯+ ∑ |Gx| x∈orb(xn)x∈orb(x2)  x∈X 

                = |orb(x1)| |Gx1
|+|orb(x2)| |Gx2

|+⋯+|orb(xn)| |Gxn
|   

                 = [G:Gx1
] |Gx1

|+[G:Gx2
] |Gx2

|+⋯+[G:Gxn
] |Gxn

| 

                = |G| + |G| + ⋯ + |G|      (n times) 

                = |G||S|      

 Sوليكن  Xعلى  Gتأثير شمالي لـ  . ليكن  مجموعة منتهية Xزمرة منتهية و  Gليكن  .96

⊇ S بحيث  ⊇ X Y. ليكن   نظام دخول للمدارات Y إذا كان .                                         

G(x,Y) = {gG | g  xY} , xX ،  فبرهن أن 

،                                                                            xX، لكل       ∅  ≠ G(x,Y))أ(  

،                                                                   |Y ∩ | |orb(x)xG(x,Y)| = |G|   )ب(
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 = |Y| )ت(  
1

|G|
∑ |G(x.Y)|x∈X                                                                              ،

∑ |X| = |G|)ث(   
1

|G(x.Y)|x∈Y . 

 Sوليكن  Xعلى  Gتأثير شمالي لـ  . ليكن  مجموعة منتهية Xزمرة منتهية و  Gليكن الحل: 

بحيث تحتوي بالضبط على عنصر واحد  Xمجموعة جزئية من  S)أي أن  نظام دخول للمدارات

⊇ S بحيث ⊇ X Yليكن   ( .المختلفة Xفقط من كل مدار من مدارات  Y  . نفرض أن 

  G(x,Y) = {gG | g  xY} , xX  

.  x = g  yبحيث  gG. إذن يوجد  xorb(y)بحيث  yS، فإنة يوجد  xXما أن ب  (أ)

G(x,Y). إذن   Yx  1-g. إذن  y = y  1x =   1-gإذن 
1-g إذن .  ∅ ≠ G(x,Y) . 

. إذن                    gG(x,Y). ليكن  , x,yX G(x,y) = {gG | g  x = y}ليكن    )ب(

g  xY  إذن يوجد .yY  بحيث ،g  x = y   إذن .gG(x,y) .                           إذن 

G(x,Y)  ⋃ G(x,y)y∈Y ن . ليكg⋃ G(x,y)y∈Y  إذن يوجد .yY  بحيث ،gG(x,y)  .

⋃  G(x,Y). إذن   gG(x,Y). إذن  g  x = yYإذن   G(x,y)y∈Y إذن .                   

G(x,Y) = ⋃ G(x,y)y∈Y تكون منفصلة ، أي  yY، لكل   G(x,y)لاحظ أن المجموعات  .  

 إذن  . y,y'Yمختلفين  ، لكل عنصرين    ∅ = G(x,y) ∩ G(x,y') أن  

|G(x,Y)|= ∑ |G(x,y)|= ∑ |G(x,y)|             (*)y∈Y∩orb(x)y∈Y  

 ، لأن xG(x,y) = h G. إذن    x y = h، بحيث  Gh. إذن يوجد  orb(x)∩ Yy ليكن 

 gG(x,y)     g  x = y    

                     g  x = h  x    

 x = x g)  1-(h                      

 xGg 1-h                      

xh Gg                     

 . إذن ينتج من )*( أن  |xG(x,y)| = |G|إذن  

|xG| |∩ orb(x) G(x,Y)| = |Y| 

⋃  . إذن nx, … ,  2, x 1S = {x{ليكن   (ت) orb(xi)
n
i=1 = X ( ينتج أنب. إذن من ) 
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∑ |G(x,Y)|= ∑ ∑ |Y∩orb(x)| |Gx| x∈orb(xi)
n
i=1x∈X  

                       =  ∑ [|Y ∩ orb(xi)| ∑ |Gx|
x∈orb(xi)

]

n

i=1

 

xi1 , xi2{ . ليكن |x] = |G| / |Gxorb(x)| = [G : G|لاحظ أن  
 ,⋅⋅⋅, xini

 , i) = {xiorb(x  .

 إذن

∑ |Gx| =  |Gxi
| +  |Gxi1

| +⋅⋅⋅ + |Gxini
|

x∈orb(xi)

 

                       =  
|G|

|orb(xi)|
+

|G|

|orb(xi1)|
+ ⋅⋅⋅  +

|G|

|orb(xini
)|

         

                          =  |G|    

xi1لأن 
) = ⋅⋅⋅ = orb(xini

)() = orbiorb(x .  إذن 

 ∑ |G(x,Y)|= |G|x∈X  ∑ |Y ∩orb(xi)|n
i=1 = |G||Y|  

 لأن 

 Y= ⋃ (Y ∩ orb(xi))n
i=1    

⋃ =Yبما أن   (ث) (Y ∩orb(xi))n
i=1   فإنة ينتج من )ب( أن ، 

∑
|G|

|G(x,Y)|
 = ∑

|orb(x)| |Gx|

|Y∩orb(x)| |Gx|
 = ∑

|orb(x)|

|Y∩orb(x)|
 

x∈Y

 

x∈Yx∈Y

 

=  ∑   ∑
|orb(x)|

|Y∩orb(x)|
 

x∈Y∩orb(xi)

n

i=1

 

                                                 =  ∑|orb(xi)| = |X|

n

i=1

 

p   -زمر  -  p-groups  

 . 2pزمر غير المتماثلة والتي رتبها -pاذكر كل الـ  .97

 Zp2 ,   Zp×Zp، وهما   2يساوي  2pزمر التي رتبها -pعدد الـ الحل: 
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 . 3pزمر غير المتماثلة والتي رتبها -pاذكر كل الـ  .98

 ، ثلاثة منها ابدالية وهى  5يساوي  3pزمر التي رتبها -pعدد الـ الحل: 

                                                             Zp3 ,   Zp2×Zp  .  𝐙p × 𝐙p × 𝐙p 

  . Q 4D ,8، فإن الزمرتين غير الإبداليتين هما   = 2p. في حالة  ر ابداليتانواثنتان غي

 .  زمرة غير منتهية-pاذكر مثالا  لـ  .99

. لاحظ أن                        z(pn)=1,  n∈Z+|  C{z) = ∞(pZ {عدد أولي ، وليكن  pليكن  الحل: 

} 0 ≤ m <pn,  n∈Z+|   e2πim/pn
= { )∞(pZ  من السهل اثبات أن .)∞(pZ  تكون

تساوي قوة  pZ)∞(زمرة بالنسبة لعملية ضرب الأعداد المركبة . بما أن رتبة كل عنصر في 

تسمى  pZ)∞(الزمرة  )ملحوظة: . زمرة غير منتهية-pتكون  pZ)∞(، فإن  pللعدد الأولي 

 (. (Prüfer p-group)زمرة -pبروفر 

⊳ Nوليكن  زمرة منتهية ،-G pليكن  .100 G   برهن أن .G/N  تكونp-زمرة منتهية . 

⊳ Nزمرة منتهية ، وليكن -G pليكن الحل:  G .  إذنN  تكونp- زمرة جزئية منG  بما أن .

G p-فإن   زمرة منتهية ،nG| = p|   إذن يوجد .Nm   بحيث ،mn  ,  |N| = p≤ m    إذن .

m-n= p mp/nG/N| = |G| / |N| = p|  إذن .G/N ن تكوp-زمرة . 

⊳ N ≠{1}زمرة منتهية ، وليكن -G pليكن  .101 Gأن                                     . برهن

                                                                                       ،   C(G) ∩ N ≠ {1})أ(  

                                                 ،              N ≤ C(G)، فإن    N| = p|إذا كان   )ب(

  . C(G)| = p  ،C(G) ≤ N|)ت(  إذا كان  

⊳ N ≠{1}زمرة منتهية ، وليكن -G pليكن الحل:  G.  ليكن : G × N → N  بحيث       

x g 1-x = g g   لكل ،NG , xg  من السهل اثبات أن .  يكون تأثير شمالي لـG  على

N  . 

⊳ أن بما   (أ) G N}≠ 1, {  G}g ,  x = x N | g (N) = {xGFix  فإن ، 

  Gg x g = x  ,  1-g  G  g x = x ,  g   (N)  GFixx 
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                      x g = g x  ,  gG    xC(G)   

                      xC(G) ∩ N 

   تكون أيضا   N، فإن   G≤ N و زمرة منتهية-G p. بما أن  N ∩C(G)  (N) =GFix  إذن

p- زمرة منتهية . إذن يوجدNr   بحيث ،rN| = p|   لكن . 

 | |G|Fix N(mod p) |(N))مبرهنة(             

 . إذن |, s   s(N)| = pGFix 1. إذن     G|Fix -|N| | p(N)|إذن  

 1 , s   s= pN|  ∩ C(G)| 

  . C(G) ∩ N ≠ {1}إذن 

 .  N ≤ C(F). إذن   C(G) ∩ N| = p|. إذن  N| = p|ليكن    (ب)

 . C(G) ≤ N. إذن   C(G) ∩ N| = p|. إذن  C(G)| = p|ليكن    (ت)

⊳ زمرة وليكن  Gليكن  .102 G 1i+N,   ⊲ G iN                                                                     بحيث ،

                                                                                       iN/1i+) = Ni=C(G)  ,  C(G/N1N                  

أن                                                                                                               برهن 

                                                    ،          1i+NG , xgلكل    iNx g 1-g 1-x)أ(     

،                                    G mN =بحيث   Nmزمرة منتهية ، فإنة يوجد  -G pإذا كانت    )ب(

 . G 2N =عدد أولي ، فإن   p، حيث  3pغير ابدالية ورتبتها تساوي  G)ت(   إذا كانت 

⊳ زمرة وليكن  Gليكن الحل:  G 1i+N,   ⊲ G iN  بحيث ،       

 i/Ni+1) = Ni=C(G)  ,  C(G/N1N   

  (أ)

  )iC(G/Nix N    i+1NG , xg 

  ix N i= g N ig N  ix N                           

  i= (g x) N i(x g) N                           

    iNx g 1-g 1-x                             

 .  1i+NG , xgلكل    iNx g 1-g 1-x  إذن
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   . إذن زمرة منتهية-pتكون  1G/N. إذن  G≠  1N. نفرض أن  زمرة منتهية-G pليكن  (ب)

|)1N / |C(G| p    1|، أي أنN / 2|N| p    1 } ≠1{. إذنN /  2N   2. إذنN≨  1N  نفرض .

                 ، أي أن  2N / |C(G| p(|. إذن   زمرة منتهية-pتكون  2G/Nإذن .  G≠  2Nأن 

|2N / 3|N |p    2 } ≠1{. إذنN / 3N  3. إذنN ≨ 2N≨  1N  نفرض أن .G≠  2N  .نستمر 

  Gالسلسلة التالية من الزمر الجزئية الناظمية من  على نحصلف،  بهذا الشكل

N1≨ N2 ≨ N3 ≨ N4 ≨ ⋯     

 . G mN =بحيث   Nmإذن هذة السلسلة تكون منتهية . إذن يوجد زمرة منتهية .  Gلكن  

  |C(G)| = p1N| = |عدد أولي . إذن  p، حيث  3pغير ابدالية ورتبتها تساوي  Gليكن  (ت)

زمرة ابدالية )مبرهنة( . إذن                  -pتكون  1G/N. إذن  |p1N / G = |2)مبرهنة( . إذن  

1N / ) = G1N / C(G  1. إذنN / = G 1N / 2N  2. إذنG = N . 

                            .  Gة جزئية غير بديهية من زمر Sزمرة منتهية ، وليكن -G pليكن  .103

 . S ≠ N(S)اثبت أن 

 ليكن .G زمرة جزئية غير بديهية من  Sزمرة منتهية ، وليكن -G pليكن الحل: 

 ⊲ G i+1N,   ⊲ G iN  بحيث ،    iN/1i+) = Ni=C(G)  ,  C(G/N1N   

 بحيث   mN)ب( ينتج أنة يوجد  ( 102من تمرين )إذن 

N0={1} ≨ N1≨ N2 ≨ N3 ≨ N4 ≨ ⋯ ≨ Nm=G     

. ليكن  S ⊈ 1i+S  ,  N≤  iNبحيث   }m,…,0,1,2{في المجموعة  رقمهو أكبر  iليكن 

S\1i+Nx  نبرهن أن .N(S)x  ( = S} 1-G | g S gN(S) = {g ،  وتسمى ناظميةS 

                              . إذن iNx g 1-g 1-x)أ( أن   (210. إذن ينتج من تمرين ) Sg( . ليكن  Gفي 

iNg x 1-x 1-= g 1-x g ) 1-g 1-(x   إذن . iS N  g x) 1-x 1-g x = g (g 1-x  بما أن .

S≤  iN  فإن ،S≤  iS N  إذن .Sg x 1-x  لكل ،Sg  إذن .S  S x 1-x إذن .                

xN(S) .  إذنS ≠ N(S) . 

. برهن أن  p = [G : S]بحيث   Gزمرة جزئية من  Sة منتهية ، وليكن زمر-G pليكن  .104

S ⊲ G . 
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    إذن . p = [G : S]بحيث   Gزمرة جزئية من  Sزمرة منتهية ، وليكن -G pليكن الحل: 

S ⊲ N(S) ≤ G إذن .p = [G : S] = [G : N(S)] [N(S) : S]    ( 103. لكن من تمرين )

إذن     . 1= [G : N(S)] . إذن  N(S)| / |S| ≠ 1| = [N(S) : S]. إذن   S ≠ N(S)يكون 

|G| / |N(S)| = 1  إذن .|G| = |N(S)|  إذن .S ⊲ G . 

 Sylow's groups and simple groups  -زمر سيلو والزمر البسيطة    

،  Gمن  N. برهن أنة توجد زمرة جزئية ناظمية  | = |43Gبحيث  زمرة -G pليكن  .105

 . N|  3|بحيث  

تحتوي زمر  Gمن مبرهنة سيلو الأولى ينتج أن  . | = |43Gبحيث  زمرة -G pيكن لالحل: 

) وذلك من  G⊲  N. إذن  | = |33N، بحيث    G≤ Nليكن .  1 ,3  ,23  ,33  ,43جزئية رتبها  

زمرة جزئية منها رتبتها   Hوكان  rpزمرة رتبتها -G pالمبرهنة التي تنص على أن: إذا كانت 

1-rp  فإن ،G⊲  H ). 

. إذا كان                                                                 |G|عدد أولي يقسم   pزمرة منتهية وليكن  Gليكن  .106

}0Nk,  kG | ord(x) = pS = {x  فاثبت أن ،G≤ S  . 

، بحيث      r , mN. إذن يوجد  |G|عدد أولي يقسم   pزمرة منتهية وليكن  Gليكن  الحل:

1m  ,  (p,m) =  rG| = p| .  إذن ينتج من مبرهنة سيلو الأولى أنG  تحتوي على زمر جزئية

. ليكن  S ≠ ∅  . وبالتالي S1، فإن   )p1ord = (0بما أن   . r≤ s ≤  1، حيث   spرتبها 

}1{\Sx,y  يوجد . إذنNs , t  بحيث ،t, ord(y) = p sord(x) = p            إذن .      

t,  |< y >| = p  sG  ,  |< x >| = p≤ x > , < y >  <  .  ليكنt≥ s    إذن .> x<   تحتوي

دائرية . إذن يوجد                  >x <تكون دائرية ، لأن  H. لكن  tpرتبتها  Hعلى زمرة جزئية 

z< x >   بحيث ،H = < z > .  إذنH = < z >  < y >  . إذنord(yx) = ord(zx)  .

.  ord(xy) = ord(yx)، لأن  sord(xy) | p. إذن  sord(yx) | p. إذن  sord(zx) | pلكن 

 . S ≤ G. إذن  منتهية G. لكن  x y Sإذن 

تحتوي على زمرة جزئية ناظمية  G. برهن أن  G| = 99|بحيث  ، زمرة  Gليكن  .107

 .11رتبتها 
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     تحتوي على G، فإن  | = |23G  ×11. بما أن  | = |99Gبحيث  ،  زمرة  Gليكن الحل: 

،  11+1وعددها يساوي  11رتبها  (Sylow 11- subgroups)زمر جزئية لسيلو  -11

زمرة جزئية  -11تحتوي على  G. إذن   = 0. إذن  | = 0,1,2,…     , 1+11 | |Gبحيث 

⊳ Hبالتالي  . 11 تساوي هاتورتب Hولتكن وحيدة لسيلو  G . 

 لأن ( )ب(84لتمرين يعتبر مثالا  على تمربن )لاحظ أن هذا املحوظة: 

[G : H] |G| = 99 , [G : H] = |G|/|H| = 99/11 = 9  ,  |G| ∤   

 . S 4900Z ,3أوجد زمر سيلو الجزئية من الزمرتين  .108

، فإن  4900  =22  ×25  ×27. بما أن   4900Zنوجد زمر سيلو الجزئية من الزمرة الحل: 

4900Z زمر -7و   25زمر جزئية لسيلو رتبها -5و   4زئية لسيلو رتبها زمر ج-2 على  تحتوي

زمرة ابدالية ، فإن كل زمرة جزئية منها تكون ناظمية .  4900Z. بما أن  49جزئية لسيلو رتبها 

  : وهي ،  = 2p  ,5  ,7زمرة جزئية لسيلو وحيدة ، حيث -pتحتوي على  4900Zبالتالي 

 〈7̅2∙2̅2〉  زمرة جزئية لسيلو هي -5الـ  ،  〈7̅2∙5̅2〉  زمرة جزئية لسيلو هي  -2الـ  

 .〈5̅2∙2̅2〉 زمرة جزئية لسيلو هي -7الـ  

 تحتوي 3S، فإن  |3| = 3S  =2  ×3. بما أن   3Sوالآن نوجد زمر سيلو الجزئية من الزمرة 

  وهي : ، 3زمر جزئية لسيلو رتبها -3و   2زمر جزئية لسيلو رتبها -2 على 

 ،  {(3 2) , 1} , {(3 1) , 1} , {(2 1) , 1}  زمر جزئية لسيلو هي-2الـ  

 )وحيدة ولذلك فهي ناظمية( .{(2 3 1) , (3 2 1) , 1}  زمر جزئية لسيلو هي -3الـ  

⊳ S ≤ Nزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن  .109 G  . وليكنp  عدد أولي يقسم|N| .              ليكن

K ≤ G / N . برهن أن                                                                                                            

  بحيث Gمن  Vزمرة جزئية لسيلو -pيوجد   N  زمرة جزئية لسيلو من -pتكون   S  )أ(

S = V  N                                                              .                                   

 Gمن  Bزمرة جزئية لسيلو -pيوجد   G / N زمرة جزئية لسيلو من -pتكون  K)ب( 

 . K = B N / Nبحيث 

⊳ S ≤ Nزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن الحل:  G  . وليكنp بحيث ،  عدد أوليp | |N| . 
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.  Nزمرة جزئية من -p أكبر تكون S. إذن  Nزمرة جزئية لسيلو من -S p( ليكن )   (أ)

 Vإذن .  Gزمرة جزئية لسيلو من -V p . ليكن  Gزمرة جزئية من -p أيضا   تكون Sلاحظ أن 

       . بما أن S = S  N ≤ V  N. إذن  S ≤ V. إذن  Gزمرة جزئية من -pتكون أكبر 

|V  N| | |V|  فإن ،V  N   تكونp- زمرة جزئية منG  لكن . V  N ≤ N ن. إذ     

V  N  تكونp- زمرة جزئية منN  . لكنS  تكون أكبرp- زمرة جزئية منN                              إذن .

V  N ≤ S  إذن .S = V  N . 

(ليكن ) V p- زمرة جزئية لسيلو منG  بحيث ،S = V  N .  نبرهن أنS  تكونp- زمرة

. إذن  Nزمرة جزئية من -p كونت V  N، فإن  V  N ≤ V. بما أن  Nجزئية لسيلو من 

، بحيث                     Nمن  Dزمرة جزئية لسيلو -pينتج من مبرهنة سيلو الثانية أنة يوجد 

V  N ≤ D ≤ N  يوجد . إذنp- زمرة جزئية لسيلوE  منG  بحيث ،D = E  N  بما أن .

V , E p- زمرتين جزئيتين لسيلو منG لثانية أنة يوجد ، فإنة ينتج من مبرهنة سيلو اaG  ،

⊳. لكن  E = a V a-1بحيث  G N  1 . إذن-N = a N a إذن . 

|N | = |V 1-N) a a (V  )| = |1-(a N a ) 1-| = |(a V aN |E  D| =| 

 . Nزمرة جزئية لسيلو من -pتكون   S. إذن S = V  N = D. إذن  V  N ≤ Dلكن 

    ، حيث |n sG/N| = p. نفرض أن  , r  1m) =  , (p 1، بحيث  |m rG| = pليكن   (ب)

(p , n) = 1 . 

(  ) ليكنK p- زمرة جزئية لسيلو منG/N .  يوجد نبرهن أنةp- زمرة جزئية لسيلوB  من

G  بحيثK = BN/N .  بما أنK ≤ G/N  فإنة يوجد زمرة جزئية ،A  منG  تحتويN  بحيث

K = A/N   إذن .sN| = p / K| = |A|  إذن .N] = n / N : A / [G  . إذنp                 لا يقسم

[G / N : A / N] بما أن . 

 n = [G / N : A / N] = |G / N| / |A / N| = |G| / |A| 

تحتوي  Aبالتالي  . k = m/n 1k) =  , (p ,، حيث  |k rm / n = p rA| = |G| / n = pفإن 

  لأن  G من وزمرة جزئية لسيل-pتكون  B. بالتالي  rp رتبتها  Bزمرة جزئية لسيلو -pعلى 

m rG| = p|  بما أن .A≤ B , N   فإن ،A≤ B N    إذن .A / N≤ B N / N   من )أ( ينتج .

. إذن                    |k s-rN| = p. لكن  Nزمرة جزئية لسيلو من -pتكون   N B الزمرة أن

s-rN| = p B |  إذن . 

|k = |A r= p s-rk) / p s-rp rN| = (p B N| = (|B| |N|) / |B |  
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 . B N / N = A / Nأن   B N / N ≤ A / N. إذن ينتج من  |B N / N| = |A / N|إذن  

: من مبرهنة التماثل الثانية ينتج أن                       B N / N = A / Nاثبات آخر لـ   ملحوظة:

B N / N  B / B  N إذن . 

  ||A / N = s= p s-r/p rN| = p N| = |B| / |B  B N / N| = |B / B | 

 . B N / N = A / Nأن   B N / N ≤ A / Nإذن ينتج من 

( ليكن  )B  p- زمرة جزئية لسيلوB  منG ،  بحيثK = B N / N .  نبرهن أنK تكون    

p- زمرة جزئية لسيلو منG / N أ( ينتج أن الزمرة  . من(B  N  تكونp- زمرة جزئية لسيلو

زمرة -pتكون   = N / N BK. إذن  | sN / N| = pB. إذن من الملحوظة السابقة يكون   Nمن 

 .  G / Nجزئية لسيلو من 

⊳ Aزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن  .110 G  . وليكنB p- زمرة جزئية لسيلو منA  برهن .

     أن                                                                                                                     

                                                                                             G = A N(B))أ(     

 . N(B)في  Gزمرة جزئية لسيلو من -pيوجد   )ب(

⊳ Aزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن الحل:  G  . وليكنB p- زمرة جزئية لسيلو منA . 

زمرة -B p. بما أن  A 1-g A g≤  1-g B g =، فإن   B ≤ A ⊲ G. بما أن  Ggليكن   (أ)

من مبرهنة . إذن  Aزمرة جزئية لسيلو من -pتكون أيضا   g B g-1، فإن  Aجزئية لسيلو من 

.  B = (a g) B (a g)-1 إذن . a1-B = a (g B g (-1، بحيث  Aaيوجد  ةسيلو الثانية ينتج أن

 . إذن A N(B)g . إذن  N(B) 1-ag. إذن   B} = 1-G | x B xN(B) = {xa g إذن

G  A N(B)   إذن .G = A N(B) . 

      ، حيث |n rN(B)| = p. إذا كان  , r  1m) =  , (p 1، بحيث  |m rG| = pليكن   (ب)

n | m  ، فإنة ينتج من مبرهنة سيلو الأولى أنة يوجدp- زمرة جزئية لسيلوS  منN(B)  رتبتها

rp .  وبالتاليS  تكونp- زمرة جزئية لسيلو منG  رتبتهاrp   لأن ،m rG| = p| إذن يوجد .  

p- زمرة جزئية لسيلو منG  فيN(B) .  إذن المطلوب يتحقق إذا كانn rN(B)| = p|  حيث ،

n | m  لذلك نبرهن أن . n rN(B)| = p| حيث ،  n | m  .ليكن  k sA| = p| ث، حي              

 1k) =  , (p . بما أن B p-ن زمرة جزئية لسيلو مA   فإن ،sN(B)  ,  |B| = p A ≤ B   .
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              حيث ،  'Nkإذن يوجد  . N(B) |A |  sp| . إذن  | |N(B) |A | B|  بالتالي

'k sN(B)| = p A | )يكون . لكن من )أ  G = A N(B)  إذن . 

| k) = |G| / |A sm) / (p r(p 

                      = |A N(B)| / |A|  

                      = (|A| |N(B)|) / (|A| |A  N(B)|)  

                      = |N(B)| / |A  N(B)| 

'k sN(B)| / p= |                       

-p إذن يوجد.  |n rN(B)| = p . إذن k = n / k' m . نضع  |k) / k' (m rN(B)| = pإذن  

                                                                                                                                                     . N(B)في  Gزمرة جزئية لسيلو من 

 Gزمرة جزئية لسيلو من -A pو   Gزمرة جزئية من  Sزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن  .111

 . 1 (mod p) ≡ [G : S]أن   برهن . N(A) ≤ S ، بحيث

  ، بحيث Gزمرة جزئية لسيلو من -A pن . ليك S ≤ Gزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن الحل: 

N(A) ≤ S  نبرهن أن .[G : S] ≡ 1 (mod p)  نرمز لعدد الـ .p- زمر جزئية لسيلو منG 

. إذن من مبرهنة  ps(S)بالرمز  Sزمر جزئية لسيلو من -pنرمز لعدد الـ ، و ps(G)بالرمز 

زمرتين جزئيتين لسيلو -VU  p,إذا كان  . 1 (S) ps (G) ps (mod p)سيلو الثالثة ينتج أن  

 U)أي أن  U = a V a-1، بحيث   Ga، فإنة ينتج من مبرهنة سيلو الثانية أنة يوجد  Gمن 

التي ترافق  Gيساوي عدد الزمر الجزئية من   ps(G). إذن  (V ( V U is conjugate)ترافق 

A  لأن(A تكون p- زمرة جزئية لسيلو منG لكن عدد الزمر الجزئية من . )G ترافق التي     

A  يساوي  [G : N(A)]  مبرهنة( ، حيث(  N(A)   هو ناظميةA  فيG إذن .                   

]G : N(A)[=  (G)ps   بما أن .S≤ N(A) ≤ A   فإن ،A   تكون أيضاp- زمرة جزئية لسيلو

.   S≤ N(A). لكن  Sفي  Aهو ناظمية  SN(A)، حيث  SS : N[=  (S)ps(A)[  . إذن Sمن 

 . إذن S : N(A)[=  (S)ps[. إذن  A) = N(A)(SN إذن 

  [G : N(A)]  [S : N(A)] ≡ 1 (mod p) 

 إذن 

  [G : N(A)]  [S : N(A)] (mod p) 

 . إذن  [S : N(A)] [G : S] = [G : N(A)]، فإن  N(A) ≤ S ≤ Gبما أن 
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 [G : S] ≡ 1 (mod p)  

 من الزمرة   لسيلو زمر جزئية-pالـ  كل أوجد .112

ab}2b , c2a , c2, a , b , ab , ca , cb , cab , c2 c , c G = {1 ,  

 a b = b a  ,  a c = c b  ,  b c = c a b  1=  3= c 2= b 2a  ,حيث      

 نعتبر الزمرةالحل: 

ab}2b , c2a , c2, a , b , ab , ca , cb , cab , c2 G = {1 , c , c 

  c b  ,  b c = c a b ,  a b = b a  ,  a c  1=  3= c 2= b 2a =حيث    

زمر -3و    4زمر جزئية لسيلو رتبها -2تحتوي على  G. إذن  | = |12G  =22 × 3لاحظ أن  

. بما أن                       3أو  1يساوي  Gمن  زمر جزئية لسيلو-2 . عدد الـ 3جزئية لسيلو رتبها 

  ,  a b = b a  1=  2= b 2a فإن ،  >b , a<    من  ة جزئية لسيلوزمر-2تكونG  لاحظ أن .

G  لذلك   4لا تحتوي على عنصر رتبتة .< a , b>  من   زمرة جزئية لسيلو الوحيدة-2هي الـ

G  .من  زمر جزئية لسيلو-3 عدد الـG  بما أن 4أو  1يساوي . 

a) = 3 2ord(c a) = ord(c b) = ord(c a b) = ord(c   

 ، وهي 4ساوي ي Gمن  زمر جزئية لسيلو-3 عدد الـفإن 

> a 2< c  , < c a b >   ,  < c b >  , c a > <    

.  Gزمر جزئية لسيلو من -pهو عدد الـ  pnليكن   . | = |12Gزمرة بحيث   Gليكن  .113

 G، فإن  n 2n =3  =1. واثبت أنة إذا كان  غير ممكن n 3=  2n ,3  =4اثبت أن الأحتمال 

 . تكون ابدالية

بما .  Gزمر جزئية لسيلو من -pهو عدد الـ  pnليكن   . | = |12G زمرة بحيث  Gليكن الحل: 

زمر جزئية -3و    4زمر جزئية لسيلو رتبها -2تحتوي على  G، فإن  | = |12G  =22 × 3أن  

. من مبرهنة سيلو الثالثة  3أو  1يساوي  Gمن  زمر جزئية لسيلو-2 . عدد الـ 3لسيلو رتبها 

.  n  12 | 2n  ,3 | 12، بحيث    ,   1+3=  3n,    1+2=  2n  =0  ,1  ,2 … ,يكون  

زمر  4تحتوي على  G إذن . n 3=  2n ,3  =4. ليكن   4or  1=  3,  n  3or  1=  2nإذن  

. عدد عناصر هذة الزمر الجزئية الأربعة غير العنصر  )وبالتالي تكون دائرية( 3جزئية رتبها 

الجزئية الأربعة  ر المختلفة التي تحتويها هذة الزمر. إذن عدد كل العناص 8المحايد يساوي 
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،  3n  =4. أي إذا كان  4رتبتها  G. إذن لا يمكن أن توجد أكثر من زمرة جزئية من  9يساوي 

  . 2n  =1فإن 

وحيدة ولتكن  زمرة جزئية لسيلو-2تحتوي على  G. أي أن  n 2n =3  =1نفرض الآن الحالة  

A  ، وحيدة ولتكن ة لسيلوزمرة جزئي-3تحتوي على و B إذن .G  ,  B ⊲ G   A ⊲  بما أن .

|B| = 3  فإن كل عنصر في ،B وبالتالي لا ينتمي إلى  3العنصر المحايد تكون رتبتة  رغي ،A 

،  A B| = (|A| |B|) / |A  B| = 4 × 3|. وبما أن   A  B = {1}. إذن   A| = 4|لأن 

تكون  A. إذن  4Zثل زمرة كلين الرباعية أو تماثل تما A. إذن  | = |4A. لكن  A B = Gفإن  

 إذن  تكون ابدالية . Bعدد أولي( . إذن  3تكون دائرية )لأن  B، فإن  B| = 3|ابدالية . وبما أن 

A × B   تكون ابدالية . لكنA B  A × B  ( نلأ  a b ↦ (a,b)  يكون تماثل زمري ) إذن .

G  A × B  إذن .G . تكون ابدالية 

 . 12 , 8ل الزمر غير المتماثلة التي رتبها  أوجد ك .114

.   = 2pزمرة حيث -pتكون  G، فإن  | = |32G. بما أن  | = |8G زمرة ، بحيث Gليكن الحل: 

 ابدالية ، فإن  Gإذا كانت 

8Z G          4أوZ×  2Z G          2أوZ × 2Z×  2Z G     

 غير ابدالية ، فإن   Gوإذا كانت 

4D G      8  أوQ G   

 ( |3G| = p، بحيث  Gوأي زمرة  pلاحظ أن هذا يكون صحيحا  أيضا  لأي عدد أولي )

غير  G. إذن رتبة كل عنصر في  4لا تحتوي على عنصر رتبتة  Gلإثبات ذلك: نفرض أن 

)هذا ينتج من مبرهنة لاجرانج )رتبة العنصر يقسم رتبة الزمرة( . إذن  2العنصر المحايد تساوي 

. إذن  2= y 2x (x y) =2، لأنة في هذة الحالة يكون  2y 2x (x y) =2تحقق الشرط   Gعناصر 

غير ابدالية . إذن  Gلكن هذا يتناقض مع الفرض بأن  تكون ابدالية . G( أن 7ينتج من تمرين )

G  تحتوي على عنصر واحد على الأقل وليكنa  إذن                         4بحيث رتبتة تساوي .

|< a >| = 4   إذن .[G : < a >] = 2   إذن .G < a > ⊲  ليكن .bG \ < a >  إذن .

 . إذن  a > , < a > b >هي    G  في  < a >  المجموعات المشاركة اليمينية لـ

  G = < a >   < a > b 
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b}3b , a2{b , ab , a } 3, a2 a , a,  {1=        

 إذن 

b}3b , a2ab , a, b ,  3, a2 G = < a , b > = {1 , a , a   

 ، لأن : b 3b a = aلاحظ أن 

تكون ابدالية ،  G، فإن  b a = a bوهذا غير صحيح . وإذا كان  a = 1، فإن  b a = bإذا كان 

، فإن                            b 2b a = aغير ابدالية . وإذا كان  Gوهذا يتناقض مع الفرض بأن 

b a 2, b = a 3b a 2b = a 2  =1ي . وبالتالa  . وهذا غير صحيح ، 

 ، فإن  b 3b a = aبما أن  

 2b) 2= (a 2b) 3,  (a  2= (a b) 2b) 2,  (a  2= b 2(a b)  

 إذن 

 2= b 2b) 3= (a 2b) 2(a  = 2(a b)  

 ، فإن  2b  =1إذا كان 

 4= 1 > = D 2= (a b) 2= b 4G = < a , b | a   

 . إذن 4b  =1، فإن  b 2a =2وإذا كان 

8b  > = Q 3, b a = a 2= b 2= 1 , a 4G = < a , b | a   

 ابدالية . إذن  G. ليكن  G| = 12| زمرة ، بحيث  Gليكن 

12Z G          4أوZ×  3Z G          3أوZ × 2Z×  2Z G     

           هو عدد الـ 3n ، و Gزمر جزئية لسيلو من -2هو عدد الـ  2n نفرض أن غير ابدالية . Gليكن 

( أن الإحتمال 113غير ابدالية ، فإنة ينتج من تمرين ) G. بما أن  Gزمر جزئية لسيلو من -3

1=  3= n 2n  ؤدي إلى أن مرفوض لأنة يG  3  =4تكون ابدالية . إذن, n 1=  2n          أو

1=  3, n 3=  2n  2  =1. ليكنn  أي أن .G 4زمرة جزئية لسيلو وحيدة رتبتها -2  على تحتوي 

. وبالتالي   4Z×  3Z G، فإن     4Z A. إذا كان    4K A  أو   4Z A  . إذن Aولتكن 

G  تكون ابدالية وهذا يتناقض مع الفرض بأنG  . 4إذن غير ابداليةK A    4. إذنA G   .

 4زمر جزئية لسيلو رتبها -2  تحتوي على ثلاثة Gفي هذة الحالة  . n 3=  2n ,3  =1ليكن 

   . بما أنN ⊲ G . إذن   Nولتكن  3زمرة جزئية لسيلو وحيدة رتبتها -3و   A,B,Cولتكن 

4N| =  / G|  4 ، فإنZ N  / G    4أوK N  / G  لكن . 

  A N / N ≤ G / N  ,  

 |A N / N| = |A N| / |N| = |A| / |A  N| = |A| = 4 
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       . إذن   A  N| = 1| . وبالتالي A  N| | 3 , 4| . أي أن  |A  N| | |A| , |B|  : لأن)

A  B = {1} . ) 

 إذن ينتج من مبرهنة التماثل الثانية أن 

  A N / N  A / A  N  A 

 .  A  B = {1}لأن 

  .  4Z C  B  A  ، فإن 4Z N  / Gإذن إذا كان 

 .  4K C  B  A، فإن     4K N  / Gوإذا كان 

 ، فإن   4Z C  B  Aإذا كان 

}2b3, a 2b2, a 2b , ab3b , a2, ab , a 2, b , b 3, a2 G = {1 , a , a  

 . n 3=  2,  n  1=  3= b 4a ,3  =1حيث  

       هي الزمرة الزوجية النونية nD) حيث   6D G، فإن    4K C  B  Aوإذا كان  

)dihedral group – thn(  ورتبتها تساويn2 . ) 

 . تكون غير بسيطة  56 , 48 , 40رتبها  التي زمرالاثبت أن  .115

تحتوي على  G، فإن  |= |G 32  ×5 . بما أن  |G = |40زمرة ، بحيث   Gليكن  :لا  أوالحل: 

      هو عدد الـ 2nنفرض أن  . 5زمر جزئية لسيلو رتبها -5و    8زمر جزئية لسيلو رتبها -2

. من مبرهنة سيلو  Gزمر جزئية لسيلو من -5هو عدد الـ  5n ، و Gزمر جزئية لسيلو من -2

 الثالثة يكون

 , … 2,  1,  0=     ,   1+5=  5n   ,   1+2=  2n   

 . n  40 | 2n  ,3 | 40بحيث  

.  Nولتكن  5زمرة جزئية لسيلو وحيدة رتبتها تساوي -5تحتوي على  G. أي أن  5n  =1 إذن

 . تكون بسيطةلا  G. إذن  5تها بليست بديهية لأن رت N)مبرهنة( . لاحظ أن   N ⊲ G إذن

زمر -2تحتوي على  G، فإن  | = |42G  ×3 . بما أن  |G = |48زمرة ، بحيث   Gليكن : ثانيا  

. إذن                         A| = 16|إذن .  Gمن  زمرة جزئية لسيلو-A 2ليكن  .16جزئية لسيلو رتبها 

[G : A] = 3  إذن .[G : A]  = 6   إذن .|G| ∤[G : A]! ( 84. إذن ينتج من تمرين )ب( )

 لا تكون بسيطة . Gإذن  على زمرة جزئية ناظمية غير بديهية . تحتوي Gأن 
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وحيدة ، فإنها تكون ناظمية ، وبالتالي  زمرة جزئية لسيلو-2تحتوي على  Gإذا كانت حل آخر: 

.  Gزمر جزئية لسيلو من -2هو عدد الـ  2n، حيث   2n 2ينتج المطلوب . لذلك نفرض أن 

. بما أن  A| = |B| = 16|. إذن   A ≠ B، بحيث  Gن زمرتين جزئيتين لسيلو م-A,B 2 ليكن 

A  B ≤ A  فإن ،|A  B|  ليكن .  16أو  8أو أو  4أو  2أو  1تساوي |A  B| = 16 . 

. ليكن                A  B| ≠ 16|. إذن  A ≠ B، وهذا يتناقض مع الفرض بأن   A = B إذن

|A  B| = 1   إذن .|A B| = |A| |B| = 16 × 16 > |G| = 48   وهذا غير ممكن . إذن ،

|A  B| ≠ 1 . ليكن |A  B| = 2  إذن . 

     |A B| = |A| |B| / |A  B|           

              = 16 ×16 / 2   

              > |G| = 48  

 . إذن  A  B| = 4|. ليكن  A  B| ≠ 2|إذن  وهذا غير ممكن . 

     |A B| = |A| |B| / |A  B|  

              = 16 ×16 / 4  

              > |G| = 48  

 . إذن  A  B| = 8|. إذن  A  B| ≠ 4|إذن  وهذا غير ممكن . 

 3B| = 2 ,   |A     4B ≤ A , B    ,   |A| = |B| = 2 A  

⊳ A  B  إذن A ,B   مبرهنة( . إذن(A , B ≤ N(A  B)  .إذن|N(A  B)|    يساوي

        الفرض بأنمع  وهذا يتناقض  A = Bفإن ،  N(A  B)| = 16|. إذا كان  24أو  16

A ≠ B  إذن .|N(A  B)| = 24   إذن . [G : N(A  B)] = 2 إذن .N(A  B) ⊲ G  .

 لا تكون بسيطة . Gإذن 

زمر -2تحتوي على  G، فإن  | = |32G  ×7 . بما أن  |G = |56زمرة ، بحيث   G: ليكن  ثالثا 

زمر جزئية -2هو عدد الـ  2nنفرض أن  . 7زمر جزئية لسيلو رتبها -7و    8جزئية لسيلو رتبها 

 من مبرهنة سيلو الثالثة يكون.  Gزمر جزئية لسيلو من -7هو عدد الـ  7nوأن   Gلسيلو من 

     , … 2,  1,  0=   ,   1+7=  7n         

 . 7n | 56 بحيث 
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وحيدة ،  زمرة جزئية لسيلو-7تحتوي على  G، فإن  7n  =1. إذا كان  8أو  1يساوي  7nإذن 

. ليكن  7n  =8نفرض أن  في هذة الحالة لا تكون بسيطة . G. إذن  Gفي  ناظمية لي تكونوبالتا

A,B 7 - زمرتين جزئيتين لسيلو منG .   إذن|A| = |B| = 7 إذن .|A  B| = 1  إذن .    

A  B = {1}   .  زمر جزئية لسيلو من -7إذن عدد العناصر المختلفة في الـG  الثمانية

         . إذن  C| = 8|. إذن  Gمن  زمر جزئية لسيلو-C  2. ليكن  49اوي ، أي يس (8×6)+1يساوي 

|A  C| = 1   إذن إذن .A  C = {1}   لـاعناصر غير موجودة في  7. إذن يوجد فقط    

وحيدة ،  زمرة جزئية لسيلو-2تحتوي على  G. إذن  2n  =1. إذن  Gزمر جزئية لسيلو من -7

  في هذة الحالة لا تكون بسيطة . G. إذن  Gوبالتالي تكون ناظمية في 

                        عدد أولي بحيث p، حيث  |m rG| = pزمرة منتهية وليكن  Gليكن  .116

(p , m) = 1 ,  p  m  اثبت أن .G تكون غير بسيطة . 

عدد أولي بحيث                      p، حيث  |m rG| = pزمرة منتهية ، وليكن  Gليكن الحل: 

m ,  p  1 m) = , (p  إذن .G  تحتوي علىp- زمرة جزئية لسيلو رتبتهاrp  ولتكنS .         إذن

[G : S] = m  بما أن .p > m  فإن ،p  لا يقسمm  أي أن ،p  لا يقسم[G : S]  إذن .|G|  لا

تحتوي على زمرة جزئية ناظمية غير  Gأن ( )ب( 84. إذن ينتج من تمرين ) [G : S]يقسم 

 لا تكون بسيطة . Gإذن  ديهية .ب

 . 60غير ابدالية تساوي اثبت أن رتبة أصغر زمرة بسيطة  .117

  pqأو   rp أو   pيساوي  n. إذا كان  |G| = nزمرة غير ابدالية بسيطة . ليكن  Gليكن الحل: 

  تكون ابدالية أو تكون غير بسيطة . وإذا كان      Gعددين أوليين ، فإن  p,q، حيث   q2pأو  

, p > m 1m) =  , m  , (p rn = p  حيث ،p  عدد أولي ، فإنG  تكون غير بسيطة )انظر

تكون غير بسيطة )انظر تمرين  G، فإن  56أو  48أو  40يساوي  n( . وإذا كان  (116تمرين )

 .  36أو  30أو  24يساوي  nهي  n(( . الاحتمالات المتبقية لـ 115)

 . Aولتكن  8زمرة جزئية لسيلو رتبتها -2تحتوي على  Gن . إذ  = 24n  =32  ×3: ليكن أولا

تحتوي  Gأن ( )ب( 84إذن ينتج من تمرين ).  [G : A]لا يقسم  |G|إذن  . 3 = [G : A]إذن 

 بسيطة . غير تكون Gإذن  على زمرة جزئية ناظمية غير بديهية .
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و          2سيلو رتبها زمر جزئية ل-2تحتوي على  G. إذن   = 30n  =2  ×3  ×5: ليكن ثانيا  

      هو عدد الـ 2nنفرض أن  .  5زمر جزئية لسيلو رتبها -5و   3زمر جزئية لسيلو رتبها -3

هو عدد الـ       5n و . Gزمر جزئية لسيلو من -3هو عدد الـ  3n ، و Gزمر جزئية لسيلو من -2

 . من مبرهنة سيلو الثالثة يكون Gزمر جزئية لسيلو من -5

   ,…0,1,2=  ,     1+5=  5n   ,   1+3=  3n   ,   1+2=  2n    

 .  n3,n2n,5  |30   بحيث

 2n  =1. إذا كان  6أو  1تساوي  5nو    10أو  1تساوي  3nو    15أو  3أو  1تساوي  2nإذن 

تكون غير بسيطة ، لأنها تحتوي في هذة الحالة على زمرة  G، فإن  5n  =1أو  3n  =1أو 

و  Gزمرة جزئية لسيلو من -pبديهية على الأقل )مبرهنة( . لاحظ أن تقاطع  جزئية ناظمية غير

q- زمرة جزئية لسيلو منG  حيث ،q≠ p   5  =6. نفرض الحالة }1{يساوي, n 10=  3n  .

 5رتبتها  Gزمرة جزئية لسيلو من -5أي )لأن  5( عنصر رتبتة 24)أي  6 × 4تحتوي  Gإذن 

 G( . كذلك 5 تساوي ائرية ورتبة كل عنصر فيها غير المحايد)وهو عدد أولي( وبالتالي فهي د

عنصر مختلف ، وهذا غير  44تحتوي  G. إذن  3( عنصر رتبتة 20)أي  10 × 2تحتوي 

 تكون مرفوضة .   n 10=  3n ,5  =6إذن الحالة .  | = |30G  >44ممكن لأن 

 .   = 24nهذة الحالة مثل الحالة  .  = 36n  =22  ×23 ليكن :ثالثا

غير ابدالية زمرة بسيطة  5Aوبما أن  . 60غير ابدالية رتبتها أقل من ن لا يوجد زمرة بسيطة إذ

  . 60  هي غير ابداليةرتبة أصغر زمرة بسيطة  ، فبناء  على ما سبق تكون 60ورتبتها  

.  Gزمر جزئية لسيلو من -pهو عدد الـ  pn. ليكن  60زمرة بسيطة رتبتها  Gليكن  .118

 اثبت أن  

   n  10=  3,  n  15or  5=  2n  ,5  =6)أ(   

 . 5 = [G : H]، بحيث   H ≤ G)ب(  يوجد 

 . Gزمر جزئية لسيلو من -pهو عدد الـ  pn. ليكن  60زمرة بسيطة رتبتها  Gليكن الحل: 

  4زمر جزئية لسيلو رتبها -2تحتوي على  G، فإن  | = |60G  =22  ×3  ×5ليكن بما أن    (أ)

 من مبرهنة سيلو الثالثة يكون . 5زمر جزئية لسيلو رتبها -5و   3و رتبها زمر جزئية لسيل-3و 

   ,…0,1,2=  ,     1+5=  5n    ,   1+3=  3n,     1+2=  2n  
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 . 5n , 3n , 2n  |06   بحيث

لا تحتوي على زمر جزئية ناظمية غير بديهية .  Gأن  أيبسيطة ،  G. لكن  6or  1=  5nإذن 

    )عدد أولي( ، فإن كل 5يساوي  Gمن جزئية لسيلو  ةزمر-5بما أن رتبة كل . و 5n  =6إذن 

. كما أن عدد {1}تكون دائرية وتقاطع أي إثنين منها يساوي  Gمن جزئية لسيلو  ةزمر-5

لاحظ أن رتبة  ( .24)أي  4 × 6يساوي  Gمن زمر جزئية لسيلو -5العناصر المختلفة في كل الـ 

 . 5يساوي  كل عنصر من هذة العناصر

لا تحتوي على زمر جزئية ناظمية غير  Gأن  بسيطة ، أي G. لكن  10or  4 or 1=  3nكذلك  

من جزئية لسيلو  ةزمر-A  3. ليكن  3n  =4. ليكن  10or  4=  3nإذن  . 3n  ≠1إذن  بديهية .

G  من جزئية لسيلو  ةزمر-3. إذن ينتج من مبرهنة سيلو الثانية أن أيG  ترافقA كون في أي ت

       يساوي Aالتي ترافق  G. لكن عدد الزمر الجزئية من  Gx، حيث  x A x-1الصورة  

[G : N(A)]  من زمر جزئية لسيلو -3. إذن عدد الـG  يساوي[G : N(A)] . إذن             

=[G : N(A)] 3n .  4إذن[G : N(A)] =   بما أن .|G|  لا يقسم4  فإنة ينتج من تمرين ،

لا تكون بسيطة . وهذا  Gإذن  تحتوي على زمرة جزئية ناظمية غير بديهية . Gأن  )ب(( 84)

 ةزمر-3. رتبة كل  3n  =10. إذن  3n  ≠4تكون زمرة بسيطة . إذن  Gيتناقض مع الفرض بأن 

، تكون دائرية  Gمن جزئية لسيلو  ةزمر-3)عدد أولي( . إذن كل  3يساوي  Gمن جزئية لسيلو 

زمر جزئية لسيلو -3. كما أن عدد العناصر المختلفة في كل الـ {1}ن منها يساوي وتقاطع أي إثني

  . 3( . لاحظ أن رتبة كل عنصر من هذة العناصر يساوي 20)أي  2 × 10يساوي  Gمن 

بسيطة ، أي لا تحتوي على زمر جزئية ناظمية  G. لكن  15or    5or    3or   1=  2n   أيضا  

جزئية  ةزمر-B  2. ليكن  2n  =3. ليكن  15or  5 or 3=  2n . إذن  2n  ≠1غير بديهية . إذن 

، فإنة  3لا يقسم  |G|. بما أن  ]G : N(B) = [3. إذن  2n [G : N(B)]=إذن  . Gمن لسيلو 

لا تكون  Gإذن  تحتوي على زمرة جزئية ناظمية غير بديهية . G( )ب( أن 84ينتج من تمرين )

. إذن                  2n  ≠3تكون زمرة بسيطة . إذن  Gفرض بأن بسيطة . وهذا يتناقض مع ال

51or  5=  2n . 

من جزئية لسيلو  ةزمر-C  2ليكن .  2n  =5  . نفرض أن 15or  5=  2nمن )أ( ينتج أن   (ب)

G .  إذن)]C=[G : N( 2n . إذن G≤ N(C)   5 ، بحيث[G : N(C)] =   .نفرض أن              

 15=  2n لسيلو  تين مختلفتينجزئي تينزمر-2 وجد . إذن يD , E  منG بحيث 4ا مهترتب ،   

D  E ≠ {1}  . من لسيلو تين جزئي تينزمر-2لأننا إذا فرضنا أن تقاطع كلG  {1}يساوي ،
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، وهذا غير ممكن لأن  ((1-4)15+20+24+1=) 90تحتوي عناصر مختلفة عددها  Gفإن 

60G| = |  4. بما أنD| = |E| = | ل منك ، فإن ,ED  4تماثلZ  4أوK  إذن .D,E  تكونان

             . ليكن⊳ D,E {1} ≠ Nتكون ناظمية . ليكن   Eأو  Dابداليتان . إذن كل زمرة جزئية من 

H = < D , E>  {1}. إذن ≠ N ⊲ H ≤ G.  وبما أنG  زمرة بسيطة  ، فإنH ≠ G  بما أن .

22| = H , |D≤ D  فإن ، D    من سيلو جزئية ل ةزمر-2تكونH  ليكن .(H)2n هو عدد الـ    

زمرة جزئية -2. لاحظ أن كل  H(H) = [H : N2n[(D). إذن  Hزمر جزئية لسيلو من -2

، فإن                                                      H≤ (D) HN≤ Dبما أن   . Gزمرة جزئية لسيلو من -2تكون   Hلسيلو من 

                                                          (D) : D]H[N (D)]H[H : D] = [H : N 

.  H[H : N [(D) ≠1يكون عدد فردي . كذلك  ]HH : N(D)[عدد فردي . إذن  ]H : D[لكن 

 بما أن 

3 × 4 = 12  |D|  (H) 2n   (D)| H(D)] |NHH| = [H : N|     

 .  G| / |H| = 60 / |H| ≤ 5| = [G : H]فإن  

. إذن من  H| = 15 or 20 or 30|. وبالتالي يكون   H| > 12|، فإن   5 > [G : H]إذا كان 

 ( )ب( يكون84تمرين )

 |H| = 15    [G : H] = 4    |G| ∤ [G : H]    A ⊲ G    contradiction 

  |H| = 20   [G : H] = 3    |G| ∤ [G : H]    B ⊲ G    contradiction 

 |H| = 30    [G : H] = 2    H ⊲G    contradiction 

 . 5 = [G : H]إذن 

 . 5Sزمر جزئية لسيلو من -pأوجد كل الـ  .119

وليكن عددها  8زمر جزئية لسيلو رتبها -2تحتوي  5S، فإن  |5S = |32  ×3  ×5 بما أنالحل: 

2n  3وليكن عددها  3زمر جزئية لسيلو رتبه -3وتحتويn   ئية لسيلو رتبها زمر جز-5وتحتوي

 يكون. من مبرهنة سيلو الثالثة  5nوليكن عددها  5

, …  = 0 , 1 , 2  ,    = 1 + 5 5n  ,  = 1 + 3 3n  ,  = 1 + 2 2n 

 . S | 5, n 3, n 2n|5|بحيث   

 إذن 
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= 1 or 6 5= 1 or 4 or 10   ,   n 3= 1 or 3 or 5 or 15   ,   n 2n 

5S 5  =6. إذن   5صر رتبها تحتوي أكثر من أربعة عناn وهي ، 

< (1 2 3 4 5)>  ,  <(1 2 3 5 4)>  ,  <(1 2 4 5 3)>  ,  <(1 2 4 3 5)>  ,   

<(1 2 5 3 4)>   ,  <(1 2 5 4 3)> 

5S   5زمرتين جزئيتين لسيلو من -3. وتقاطع أي  3عنصر رتبتة  20تحتويS  1{يساوي{ .

 ، وهي 3n  =10إذن  . 5Sئية لسيلو من زمر جز-3في كل  3إذن يوجد عنصرين رتبتهما 

<(1 2 3)>  ,  <(1 2 4)>  ,  <(1 2 5)>  ,  <(1 3 4)>  ,  <(1 3 5)>  ,  

<(1 4 5)>  ,  <(2 3 4)>  ,  <(2 3 5)>  ,  <(2 4 5)>  ,  <(3 4 5)> 

 ، وهي 2n  =15. إذن  8رتبها  5Sيوجد أكثر من خمسة زمر جزئية من 

<(1 3 2 4) , (1 2)>  ,  <(1 4 2 5) , (1 2)>  ,  <(1 3 2 5) , (1 2)>  , 

<(1 2 3 4) , (1 3)>  ,  <(1 4 3 5) , (1 3)>  ,  <(1 2 3 5) , (1 3)>  , 

<(1 2 4 3) , (1 4)>  ,  <(1 3 4 5) , (1 4)>  ,  <(1 2 4 5) , (1 4)>  , 

<(1 2 5 3) , (1 5)>  ,  <(1 2 5 4) , (1 5)>  ,  <(1 3 5 4) , (1 5)>  , 

<(2 4 3 5) , (2 3)>  ,  <(2 3 4 5) , (2 4)>  ,  <(2 3 5 4) , (2 5)> 

 . 5Aتماثل  60اثبت أن كل زمرة بسيطة رتبتها  .120

،  H ≤ G( )ب( أنة يوجد 118.  إذن ينتج من تمرين ) 60زمرة بسيطة رتبتها  Gليكن الحل: 

بحيث                   : G × X → X. ليكن  X = {h H | hG}. ليكن  5 = [G : H]بحيث  

g  h H = (g h) H    لكل ،gG , h HX  من السهل اثبات أن .  يكون تأثير شمالي لـ

G  علىX  إذن يوجد تشاكل زمري .S(X)→ G :      بحيثaa) = f(  لكلGa  حيث ،

af  تكون تبديلة علىX   معرفة بـH) h) H (= (a h H) = a  (haf   لكلXH h       بما أن .           

[G : H] = 5  أي أن عدد المجموعات المشاركة الشمالية المختلفة لـ(H  فيG  5يساوي  ، )

، فإن  )G ⊲ )Ker. بما أن  5S(X) = S. لذلك نعتبر   5S S(X). إذن  | = |5Xفإن 

Ker() = {1}  لأنG فرضا  ولأن  زمرة بسيطةKer() ≠ G  إذن .  يكون متباين . إذن

|(G)| = 60  لكن .G   بسيطة وG  (G)  إذن .(G)      تكون زمرة بسيطة . بما أن

2] = 5: A 5[S  5، فإنS ⊲ 5A  كذلك .G)( ⊲ 5A G) (  لكن .G)( تكون زمرة  

 

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



115 
 

 . إذا كان                             ) (=  5A G)(Gأو   ) (5A G } =1{. إذن  بسيطة

G)(=  5A G) (  5، فإنA≤ G) (   5 = |60. لكنG)| = |A(|                 إذن .

5G) = A(  5. وبالتاليA→ G :    يكون تماثل زمري . والآن نثبت أن الاحتمال الثاني

. ليكن                          5A G) ( } =1{يكون مرفوضاً . نفرض أن   5A G) ( } =1{وهو 

5A / 5S→  5S:    5هو التشاكل القانوني . بما أنS≤ G) ( فإن ،  

 ((G)) = (G) A5 / A5  ≤ S5 / A5 

 لكن

|5| |A5A (G) | / |5(G)| |A= |  |5/ A 5(G) A| 

                        = |(G)|  

|    5S= |                         

                        = 5!     , 

| = 25| / |A5| = |S5/ A 5S| 

 يكون مرفوضاً .  5A G) ( } =1{وهذا غير ممكن . إذن الاحتمال الثاني وهو 

                       . برهن أن Gزمرة جزئية لسيلو من -S pزمرة منتهية وليكن  Gليكن  .121

p ∤ [N(S) : S] . 

، بحيث    r,mNإذن  . Gزمرة جزئية لسيلو من -S pزمرة منتهية وليكن  Gليكن الحل: 

1m) =  , m  , (p rG| = p|  بما أن .S p- زمرة جزئية لسيلو منG   فإن ،rS| = p|  إذن . 

  [G : S] = |G| / |S|  

 rm / p rp=                

              = m 

. لكن                            G : S] = [G : N(S)] [N(S) : S]}، فإن    S ≤ N(S) ≤ Gما أن  ب

p ∤ [G : S] , p | [G : N(S)]  إذن .p ∤ [N(S) : S] . 

 الزمرة المتماثلة والزمر منتهية التوليد   

                     Symmetric group and finitely generated groups 
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 . لهما نفس الطول تكونان مترافقتين nSفي برهن أن كل دورتين  .122

. ليكن  rطولهما   nSدورتان في  rb…  2b 1)  ,  g = (bra…  2a 1f = (a(ليكن  الحل: 

nSh   بحيث ،r,…,1,2, i =   i) = bih(a إذن لكل .  r,…,1,2i =   , i b   يكون 

)i= g(bi+1 ) = bi+1h(a) = i)) = h f(ai(b1-f (h ) = hi(b 1-h f h 

.  ra,…,2,a1a{ ∉ (j)1-h{. إذن   nI } =1,2,…,{n ، حيث  b \ nIj}rb,…,2,b1{ليكن 

تكونان  f , g. إذن  g 1-h f h =. إذن   j 1-h f h = (j). إذن  1-(j)) = h1-f(h(j)إذن  

 . مترافقتين

كل الزمر الجزئية دورات ، ثم أوجد كل الزمر الجزئية وباستخدام ال 4Sاكتب عناصر  .123

 ( .4S)مركز  4C(S(وكل الزمر الجزئية الناظمية منها وأوجد كذلك لسيلو 

 هي 4Sعناصر الحل: 

,   = (1 4)(2 3) 3v  ,   = (1 3)(2 4)  2 v   ,   )  4 3)(= (1 2 1v  ,                     1  

a = (2 3 4)     ,     b = (2 4 3)        ,     c = (1 2 3)          ,   d  = (1 2 4)      , 

e = (13 2)      ,     f  = (1 3 4)        ,    g = (1 4 2)          ,    h  = (1 4 3)      ,  

a' = (3 4)       ,     b' = (2 3)           ,    c' = (2 4)             ,    d' = (1 2)         , 

,   i = (1 2 4 3)    ,    h' = (1 2 3 4)      ,             g' = (1 4)     ,  )       3 1=('f 

k = (1 3 4 2)  ,     l  = (1 3 2 4)     ,  m = (1 4 3 2)       ,    n = (1 4 2 3)  . 

 هي  4Sالزمر الجزئية من 

 : واحدة فقط وهي 12زمر جزئية رتبها 

 

  A4 = {1 , v1 , v2 , v3 , a , b , c , d , e , f , g , h} 

  : 8زمر جزئية رتبها 

, , h' , m} ', c' , f 3, v 2, v 1, a' , d' , l , n} ,  {1 , v 3, v 2, v 1v,  {1 

} , b' , g' , i , k 3, v 2, v 1v,  1{ 
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  . 4Dلاحظ أن هذة الزمر الجزئية الثلاثة تماثل 

  : 6زمر جزئية رتبها 

, , c , e} , {1 , c' , d' , g' , d , g}'a' , b' , c' , a , b} , {1 , b' , d' , f,  {1 

} , g' , f , h'a' , f,  1{ 

  . 3Sل لاحظ أن هذة الزمر الجزئية الأربعة تماث

  : 4زمر جزئية رتبها 

, }3} , {1 , g' , b' , v2} , {1 , c' , f' ,v1} , {1 , a' , d' , v3, v 2, v 1v,  {1 

  4Kوكلٍ منها يماثل 

 , k} 3, m} , {1 , i , v 2, n} , {1 , h' , v 1l , v,  {1 

  4Zوكلٍ منها يماثل 

  : 3زمر جزئية رتبها 

{1 , a , b} , {1 , c , e} , {1 , 1 , d , g} , {1 , f , h}  

  : 2جزئية رتبها زمر 

, }'} , {1 , a'} , {1 , b'} , {1 , c'} , {1 , d'} , {1 , f3} , {1 , v2} , {1 , v1v,  {1 

{1 , g'} 

 هي: 4Sمن  الزمر الجزئية الناظمية

 )4} = C(S3, v 2, v 1,   {1 , v  4A 

4S   زمر جزئية -3، وتحتوي  8زمر جزئية لسيلو وهي كل الزمر الجزئية التي رتبها -2تحتوي

 . 3لسيلو وهي كل الزمر الجزئية التي رتبها 

 برهن أن                                                                                                                       .124

.(2 1)〉)أ(     (1 3).⋯ . (1 n)〉 = nS                                           .                                                  

.                                                                          nS  =〈(n⋯ 3 2 1),(2 1)〉)ب(        

 . nSf، لكل  nS  =〈(f(1)⋯f(n)),(f(1) f(2))〉)ت(   
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ت )مبرهنة( . ليكن                                  تساوي حاصل ضرب ناقلا f. إذن  nSf)أ( ليكن الحل: 

n},…,1,2= { nIi,j   إذن .i) 1j) ( 1i) ( 1(i j) = (  لكن .nS  تتولد بمجموعة كل الناقلات

.(2 1)〉فيها . إذن  (1 3).⋯ . (1 n)〉 = nS . 

 . إذن  f = (1 2 … n))ب( ليكن 

   )مبرهنة(                                      
 
 )2t+  1)) = (t+2(

t )  f1(
t = (f

 1-
) 

t ) (f2 1( 
t f 

)t+2 = (2 لأن 
t ,  f  1) = t+1(

t f  ليكن .nIi,j  بحيث ،i < j  إذن . 

(i j) = (i  i+1)(i+1  i+2) … (j-1  j)(j-2  j-1) … (i+1  i+2)(i  i+1) 

… )1-)2-j (1 2) (f 2-j f(  …) 1-)i (1 2) (f i f) ( 1-)1-i (1 2) (f 1-i f(=         

. لكن كل  ) = 1n) , (…  2 1f 2(تتولد بالتبديلتين  i < j، حيث  nSفي  ) ji(إذن كل ناقلة 

 nS  =〈(n⋯ 3 2 1),(2 1)〉تساوي حاصل ضرب ناقلات )مبرهنة( . إذن  nSتبديلة في 

 . لكن g f 1- f تولدان التبديلة  )n…  2 1) , (2 1(. من )ب( ينتج أن  nSg,f)ت( ليكن 

= (f(1)  f(2)  …  f(n)) 1- = (f(1)  f(2))      ,    f (1 2 … n) f 1- f (1 2) f  

.  (f(1)  f(2)  …  f(n)) , (f(1)  f(2))تساوي حاصل ضرب منتهي من التبديلتين  gإذن 

  . nSf، لكل  nS  =〈(f(1)⋯f(n)),(f(1) f(2))〉إذن 

 . من زمرة بسيطة برهن أن كل زمرة منتهية تماثل زمرة جزئية .125

فإن المطلوب يكون ،  n = 1,2لاحظ أنة عندما  . G| = n|زمرة منتهية ، وليكن  Gليكن الحل: 

تماثل  Gينتج أن  (Cayly's theorem). من مبرهنة كايلي  n > 3بديهي . لذلك نفرض أن  

     . ليكنتماثل زمرة جزئية من زمرة بسيطة  nS. لذلك نبرهن أن  nSزمرة جزئية من الزمرة 

nS)ra…  2a 1f = (a  نضع . )rn+a…  2n+a  1= (n+a
 
' f .   إذنn2S' f         وبالتالي .

n2S ' f  f . 
 

منفصلتين )أي لا توجد أرقام مشتركة بينهما( . ليكن  , f f ' لاحظ أن التبديلتين 

nSg  إذن .g  ًوليكن كحاصل ضرب دورات منفصلة  اً وحيد لها تحليلا ،kg…  2g 1gg =   .

من .  kg kg' …2g 2' g1g 1g ) =kg…  2g 1g (g) = ( 'بحيث ،   n2A→  nS:  ليكن  

يكون تشاكل زمري متباين . إذن ينتج من مبرهنة التماثل الأولى في الزمر   السهل اثبات أن 

.  nS(  nS(. إذن  )Ker} = (1{متباين . إذن  . لكن  nS )nS( ) / Ker(أن  

)مبرهنة( . إذن   m 5تكون زمرة بسيطة لكل  mA. لكن  n2A تماثل زمرة جزئية من nS  ذنإ
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n2A  لاحظ أن تكون زمرة بسيطة(3n >  إذن . )nS  تماثل زمرة جزئية من زمرة بسيطة . إذن

  كل زمرة منتهية تماثل زمرة جزئية من زمرة بسيطة .

 . 4S≠   〈f , g〉. اثبت أن  4S,  g  4S  4Kfليكن  .126

لذلك نفرض أن                         . 4S≠   〈f , g〉، فإن   = 1gأو   = 1fلاحظ أنة إذا كان الحل: 

1≠ , g  1≠ f   . 4ليكنS, g 4S  4Kf .  4نفرض أنf , g> = S<   إذن .g∉K4  وإلا .

   .  >4A≤ , g>  f، فإن  4Agوإذا كان   4A≤  4K، لأن   g∉A4 . كذلك ><4K≤   f , g كان

   ( أن123من تمرين )إذن ينتج 

  g  {1 , v1 , v2 , v3 , a , b , c , d , e , f , g , h , a' , b' , c' , d' , f' , g'} 

)تماثل  8رتبتها  4Sتكون زمرة جزئية من   >f , g<. إذن   = ord(g) =   2ord(f)  ,4إذن  

4D  )حيث(4A\4S, g 4Kf إذن . )4S≠   〈f , g〉 . 

  .  = n,…,1,2k  حيث،  nSفي  kأوجد عدد الدورات التي طولها  .127

 )ni…  3i 2i 1 (. إذن طول الدورة  n},…,2,3{ni,…,3,i2i، وليكن   k = nليكن الحل: 

 لأن ، تكون في هذة الصورة  nأي دورة طولها . لاحظ أن  nيساوي 

 … 1) 3i 2= (i )n… i 3i 2i (1 

)21 in … i 4i 3i= (                      

                     = …  

)1-n… i 21 i ni( =                      

يساوي عدد التباديل على الأعداد  )ni…  3i 2i 1(إذن عدد الدورات التي في الصورة 

ni,…,3,i2i  1!(، وهو-n( . 

الجزئية إذن عدد المجموعات  . n},…,1,2,3={ nIki,…,2,i1iوليكن  .  k < nليكن 

)يساوي  nIمن  }ki,…,2,i1i{المختلفة 
n
k
. لكن كما سبق فإن عدد الدورات المختلفة التي  (

عدد الدورات التي طولها إذن .  )k-1!(يساوي  i})ki,…,2,i1S({في الزمرة المتماثلة  kطولها 

k  فيnS  حيثn,…,1,2k =     1!(يساوي-k( (
n
k
) . 
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 . f g = g f  〈f 〉g   :. برهن أن ) = n)…  2 1f، بحيث   nSf,gليكن   .128

 ليكن و . ) = n)…  2 1f، بحيث   nSf,gليكن  الحل: 

 | g f = f g} nSH = {g   

}  = f 1-| g f g nSg= {          

} (1 2 … n)=  1-g (1 2 … n)| g  nSg= {       

}(1 2 … n)=  ))ng(…  )2g(  )1| (g( nSg= {       

( ليكن )f g = g f  إذن .gH  إذن يوجد .r{1,2,…,n} بحيث ، g(r) = 1 إذن . 

(g(1)  g(2) … g(n)) = (g(r)  g(r+1) … g(n)  g(1)  g(r-1))   

                                = (1 2 3 … n-r+1  n-r+2  … n) 

 حيث 

 g(r) = 1  ,  g(r+1) = 2  ,  g(r+2) = 3  ,  g(n)  = n-r+1  ,   

 g(1) = (n-r+1)+1  , … , g(r-1) = (n-r+1)+r-1 = n 

 إذن 

g = (
r r+1
1 2

    
r+2 ⋯
3 ⋯

    
n 1

n-r+1 n-r+2
   

2 ⋯
n-r+3 ⋯

   
r-1
n
)  

 . إذن  gالصف الأول في   منبدلاً  na…  2a 1aنضع الصف  

= n n, … ,  a = 2  r+3-n= 1  ,  a r+2-n= n  ,  a r+1-n= r+1  , … , a 2= r  ,  a 1a 

 إذن 

g = (
a1 a2
1 2

     
a3 ⋯
3 ⋯

      
an
n
)  

   = (
a1 a2

a(n-r+1)+1 a(n-r+1)+2
     

a3 ⋯
a(n-r+1)+3 ⋯      

an
a(n-r+1)+n

)  

 r+1-n)n…  a  2a  1(a=     

r+1-nn)…  2 (1=     

> < f  
r+1-n

f=     
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( ) ليكن〈f 〉g .  إذن يوجدNm   بحيث ،
m

g = f
 

 إذن  . 
1m+

,  g f = f  
1m+

f g = f  .

 .  f g = g fإذن  

ً  بحيث صورة أي ناقلة بـ  nAut(S(ليكن  .129 تكون  . اثبت أن  تكون ناقلة أيضا

 . (inner automorphism)تماثل ذاتي داخلي 

ً تك بحيث صورة أي ناقلة بـ  nAut(S(ليكن الحل:   n},…,1,2{aليكن  . ون ناقلة أيضا

            . ليكن  nS(a b) , ( a c). ليكن  nSفي  )a b(عنصر ثابت . نعتبر كل الناقلات 

(a b) = (a' b') , (a c) = (u v)  نفرض أن .{a' , b'}{u , v} = ∅  إذن .             

(a' b') (u v) = (u v) (a' b') وبما أن  2ة يساوي . بما أن رتبة أي ناقل  ، تماثل زمري

 ، فإن  nSgلكل    )g)) = ord(g(ord(وبالتالي  

 2 = ord((a' b') (u v))  

    = ord((a b) (a c))  

    = ord(((a b)(a c))  

    = ord((a c b)) 

    = 3 

 إذن  ( .a' = v)أو  a' = uإذن  .  ∅ ≠ {u , v}{'a' , b}لكن هذا غير ممكن . إذن 

((a b)) = (a' b')  ,  ((a c)) = (a' v) 

ً هذا يعني أن أي ناقلتين تحتويان رقم ً مشترك ا قما ناقلتان تحتويان أيضاً رتكون صورتهما ،  ا

أرقام مختلفة . بالتالي صورة أي  a,b,c,d، حيث  nS(a b),(a c),(a d)مشتركاً . ليكن 

 ناقلتين منها تحتويان رقما مشتركاً . إذن

((a b)) = (a' b')  ,  ((a c)) = (a' c')  ,  ((a d)) = (c' b')  or  (a' d') 

 . إذن  ((a d)) = (c' b')نفرض أن  

 2 = ord((a' b'))  

    = ord( (a' b') (b' c') (a' c') )  

    = ord( ((a b) ((a d) ((a c) ) 

    = ord( ((a b) (a d) (a c)) )  

    = ord( (a c d b) )  
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    = 4 

ً تحتوي رقم nSفي  أي ثلاثة ناقلاتإذا كان . إذن  a d)) = (a' d')((وهذا غير ممكن . إذن   ا

ً مشترك التي  nS، فإن صورها تحتوي أيضاً رقماً مشتركاً . بالمثل أي عدد من الناقلات في  ا

 ، بحيث nSfتوجد تحتوي رقماً مشتركاً ، تكون صورها محتوية أيضاً رقماً مشتركاً . إذن 

 nS(a b) ((a b)) = (f(a)  f(b))   ,  

-1 (f(a)  f(b)) =لكن  
f (a b) f    مبرهنة( . إذن( 

 nS(a b) ,     
1-

((a b)) = f (a b) f 

تتحلل إلى  nSن أي تبديلة في ) لأ  mb m(a ) …2b 2(a )1b 1g = (a( . إذن   nSgليكن 

 إذن .  (نة( حاصل ضرب ناقلات منفصلة )مبره

))mb m((a )) …2b 2((a )) 1b 1((a(g) =  

1-
) fmb m… f (a

1  -
) f2b 2f (a  1-

) f1b 1f (a=          

1-
) fmb m… (a

 
)2b 2) (a1b 1f (a =         

1-
f g f=          

  . يكون تماثل ذاتي داخلي إذن 

                                                                         .               2التي رتبها  nS)أ(   اذكر العناصر في  .130

 .  2تكون رتبتها  fالمرافقة لـ  nS. اثبت أن كل عناصر   = 2ord(f )، بحيث  nSf)ب( ليكن 

تتحلل إلى حاصل ضرب  fإذا وفقط إذا كانت  2يساوي  nSفي  f)أ( رتبة أي تبديلة الحل: 

 .  2يساوي  nSذا يتضمن أن رتبة كل ناقلة في ه ناقلات منفصلة .

تتحلل إلى حاصل ضرب ناقلات منفصلة  fبما أن  .  = 2ord(f )، بحيث  nSfليكن )ب( 

ليكن .  = mf…  2f 1f f بحيث   mf,…,  2, f 1f  منفصلة ناقلات nS)مبرهنة( ، فإنة يوجد في 

 هي fالتي ترافق  nSمجموعة كل عناصر 

}nSg | 1-H = {g f g  

  , … ,mb m= (a mf(ليكن  
 

) 2b 2= (a 2) , f1b 1= (a 1f  إذن . 

  1-g mf…  2f 1f = g 1-g f g 

)1-g m) … (g f1-g 2) (g f1-g 1f (g=             

)1-g )mb m) … (g (a1-) g2b 2) (g (a1-) g1b 1(a (g=             
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))m)  g(bmg(a… (
 

)) 2)  g(b2)) (g(a1)  g(b1(g(a=             

 . 2يساوي  g f g-1تتحلل إلى حاصل ضرب ناقات منفصلة . إذن رتبة  g f g-1إذن 

 . ليست منتهية التوليد Qاثبت أن الزمرة  .131

منتهية التوليد . إذن يوجد  Qنفرض عكس المطلوب ، أي نفرض أن الزمرة الحل: 

Qnq,…,2,q1q بحيث ، 〈q1,q2,⋯,qn〉=  Q ليكن . 

  
a1

b1
   ,   q2=

a2

b2
   ,  ⋯ ,   qn=

an

bn
 = 1q  

 . Qq. ليكن  Znb,…,1, bZ  na,…,1a\}0{حيث 

 بحيث ،  Znm,…,2,m1mإذن يوجد 

  nq nm+…+  2q 2+ m 1q 1q = m   

     = m1
a1

b1
+ m2

a2

b2
+ ⋯+ mn

an

bn
 

    = 
c

b1b2⋯bn
  

= q. نأخذ   nb…  2b 1bعدد أولي بحيث لا يقسم   p. ليكن  Zcحيث 
1

p
. إذن                   

1

p
= 

c

b1b2⋯bn
 . وهذا يناقض الفرض بأن  nb…  2b 1p | b. إذن  nb…  2b 1p c = b. إذن   

p   عدد أولي لا يقسمnb…  2b 1b  إذن الزمرة .Q ست منتهية التوليدلي . 

 . ليست منتهية التوليد Q*اثبت أن الزمرة  .132

 . (131نفس طريقة الحل المتبعة في تمرين )الحل: 

 . Qلا تماثل الزمرة  Zليست دائرية وأن الزمرة  Qأن الزمرة  برهن .133

 . لكن دائرية ، فإنها تكون مولدة بعنصر واحد وبالتالي تكون منتهية التوليد Qإذا كانت الحل: 

 . ليست دائرية Q. إذن  ليست منتهية التوليد Q( بأن 131هذا يتناقض مع ما جاء في تمرين )

 . Qلا تماثل الزمرة  Zدائرية ، فإن  Zوبما أن 

 ليستزمرة  Qاستخدم المبرهنة الأساسية للزمر الإبدالية منتهية التوليد لإثبات أن  .134

 . منتهية التوليد

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



124 
 

 Qلاحظ أن الزمرة  . منتهية التوليد Qض أن الزمرة نفرض عكس المطلوب ، أي نفرالحل: 

ابدالية. إذن ينتج من المبرهنة الأساسية للزمر الإبدالية منتهية التوليد أنة يوجد 

}1{\Nsm,…,2,m1m  بحيث ،s| m 1-sm, … ,  3| m 2, m 2| m 1m وبحيث ، 

                             (k    )مرة 𝐐 ≅ 𝐙m𝟏
⊕𝐙m2

⊕⋯⊕𝐙ms
⨁ 𝐙⊕⋯⊕𝐙  

 Q. بما أن رتبة كل عنصر غير المحايد في  Qهو عدد عناصر المجموعة المولدة لـ  kحيث 

.  s = 0( ، فإن torsion free elementتكون غير منتهية )أي يكون عنصر عديم الفتل 

 وبالتالي يكون 

    𝐐 ≅ 𝐙⨁⋯⨁𝐙⏟      
k مرة

 

، أي أن  Z، بحيث يكونان مستقلين خطياً فوق  Q2x,1x\}0{. إذن يوجد    k ≤2نفرض أن  

                                              0=  2= n 1n  Z  2,n1, n  0=  2x 2+ n 1x 1n  

 بما أن                                              .  Z2,b1,b2,a1,  a  2b/2= a 2,  x  1b/1= a 1x\}0{ليكن 

 0) = 2b/2) (a2b 1a-) + (1b/1) (a1b 2(a    1  =0، فإنb 2= a 2b 1a .                     إذن

0=  1a  2  =0أوb    2  =0 وa   1 =0أوb .  لكن هذا يناقض الفرض بأن

}0{\Z2,b1,b2,a1a  . 1إذنk =  .  إذنZ Q   إذن الزمرة .Q                      تكون دائرية . ليكن

Q = 〈q〉 .   لكنq/2 Q  ,  q/2〈q〉  .. إذن  وهذا تناقضQ تكون غير منتهية التوليد . 

   تكون زمرة جزئية دائرية من 〈A〉. اثبت أن  Qمجموعة جزئية منتهية من  Aليكن  .135

Q . 

            . وليكن Qمجموعة جزئية منتهي من  nb/na,…,  2b/2, a 1b/1A ={a{ليكن الحل: 

x〈A〉 . إذن 

  )nb/n(a nm) + … + 2b/2(a 2) + m1b/1(a 1x = m  

 . إذن  Znm,…,2,m1mحيث 

x = 
m1a1(b2b3⋯bn)+m2a2(b1b3⋯bn)+⋯+mnan(b1b2⋯bn-1)

b1b2⋯bn
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          = m
1

b1b2⋯bn
 

  m = m1a1(b2b3⋯bn)+m2a2(b1b3⋯bn)+⋯+mnan(b1b2⋯bn-1)حيث 

تساوي حاصل ضرب أعداد أولية  n. إذا كانت  nزمرة ابدالية منتهية رتبتها  Gليكن  .136

 .  nZ Gمختلفة ، فبرهن باستخدام المبرهنة الإساسية للزمر الإبدالية منتهية التوليد أن  

  تساوي حاصل ضرب أعداد أولية  n ، وليكن nزمرة ابدالية منتهية رتبتها  Gليكن الحل: 

من المبرهنة الأساسية  زمرة منتهية ، فإنها تكون منتهية التوليد . إذن ينتج G. بما أن  مختلفة

 للزمر الإبدالية منتهية التوليد أن

 (k )مرة        G ≅ 𝐙m𝟏
  𝐙m2

⋯ 𝐙ms
   𝐙 ⋯ 𝐙        

 .  sm| … |  2| m 1m , 2≥  imبحيث  

 . إذن  k = 0منتهية ، فإن  Gبما أن 

 G ≅ 𝐙m𝟏
  𝐙m2

⋯ 𝐙ms
  

بحيث     s},…,1{∈i ة يوجد ، فإن sm…  2m 1n = m. بما أن  p | nعدد أولي بحيث  pليكن 

 ip | m  .  لكنsm| … |  2| m 1m  إذن إذا كان .s≠ i   فإن ،s| m 2p  وبالتالي  | n 2p  لكن .

. إذن كل  i = s. إذن  تساوي حاصل ضرب أعداد أولية مختلفة  nهذا يتناقض مع الفرض بأن 

 .  nZ G. إذن  sn = m. إذن  smيقسم أيضاً  nقاسم أولي لـ 

                ، بحيث 5Sg. اثبت أنة يوجد  ord(f  ( ≠2بحيث ،  5Sf\}1{ليكن  .137

〈 g , f 〉 = 5S . 

لها تحليلاَ وحيداً كحاصل ضرب  fبما أن .   ord(f ) ≠2، بحيث  5Sf\}1{ن ليكالحل: 

  :لها الإحتمالات التالية f دورات منفصلة ، فإن

.  5a,4a,3a,2a,1a}1,2,3,4,5{، حيث  5a 4a 3a 2a 1f = (a(ية ، أي  خماستكون دورة  f)أ(  

) = hليكن 
1 2 3 4 5
a1 a2 a3 a4 a5

. ليكن  f = (h(1) h(2) h(3) h(4) h(5))إذن   . (

))2) h(1g = (h(  ت( أن  412). إذن ينتج من تمرين( )〈 g , f 〉=  5S  . 
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ليكن  . 4a,3a,2a,1a}1,2,3,4,5{، حيث  4a 3a 2a 1f = (a(تكون دورة رباعية ، أي   f)ب(  

)5a 4g = (a   إذن .)3a 2a 1a 5a 4) = (a5a 4a 3a 2a 1f g = (a                                 ليكن .

h = (
1 2 3 4 5
a4 a5 a1 a2 a3

                                                                        . إذن (

f g = (h(1) h(2) h(3) h(4) h(5)) , g = (h(1) h(2))                                         

 .  5S  =〈 f g , f 〉=  〈 g , f 〉( )ت( أن  412)إذن ينتج من تمرين 

                                 . إذن 5a 4a 3a 2g = (a(. ليكن  a) = 3a 2a 1f(تكون دورة ثلاثية ، أي  f  )ت( 

)5a 4a 3) (a2a 1f g = (a  إذن . )5a 4a 3a 2a 1g = (a 3) , (f g)2a 1= (a 3(f g)  

) = h ليكن
1 2 3 4 5
a1 a2 a3 a4 a5

                                ( )ت( أن124)إذن ينتج من تمرين .  (

                         =(h(1) h(2)) 3(f g),    )h(1) h(2) h(3) h(4) h(5)(=  g 3(f g) 

 . 5S  =〈 g , f 〉 . إذن   〈(fg)3 ,(fg)3g〉〈g , f〉  . لكن  5S  =〈3 ,(fg)3g(fg)〉  إذن 

                                     . إذن 5a 4a 3a 2g = (a(ليكن .  a) = 2a 1f(تكون دورة ثنائية ، أي  f  )ث(

 )5a 4a 3a 2a 1f g = (a ليكن .  (
1 2 3 4 5
a1 a2 a3 a4 a5

) = h  .                       إذن          

f = (h(1) h(2)) , f g = (h(1) h(2) h(3) h(4) h(5)) .  ت( 124)إذن ينتج من تمرين( )

 .   5S  =〈  g , f 〉  . إذن 〉  ,   〉 gf f 〈 f , g 〉. لكن     5S  =〈 f , f g 〉 أن

                                                 . إذن a3a 2a 1g = (a)(2a 1(. ليكن  a) = a2a 1f) (5a 4a 3()ج( 

 )5a 4a 3a 2a 1)  ,  g f = (a2a 1= (a 3 f  ليكن .(
1 2 3 4 5
a1 a2 a3 a4 a5

) = h  . إذن

 ))5) h(4) h(3) h(2) h(1))  ,  g f = (h(2) h(1= (h( 3 f  . ( 412)إذن ينتج من تمرين

.f3 〉 =〈 g , f 〉  )ت( أن  g f 〉=  5S . 

G = ⟨x , y | ord(x)=2 , ord(y)=3 , (xy)2ن  ليك .138 =           . برهن أن ⟨1

3S G  . 

G = ⟨x , y | ord(x)=2 , ord(y)=3 , (xy)2ليكن  الحل:  =  Gفي أي عنصر  . ⟨1

. بما أن  Zm,n، حيث  ny mxيكون في صورة حاصل ضرب منتهي لعناصر في الصورة  
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1=  2(x y)   1، فإن-x 1-= y 1-x y = (x y)  2   =1. وبما أنx   1، فإن-x = x               كذلك .

1=  mx   لأي عدد زوجيm    و= xn x   لأي عدد فرديn   إذن .m-y 1-x = x my  لكل ،

Nm .   3  =1لاحظ أنة ينتج منy  أن 

,   N= …     , n  3n+1y  = … =  7y =   4y =  y   

,   N= …     , n  23n+y = … =   8y  =  5y =  2y  

. N= …     , n     3ny = … =   6y  =  3y  = 1   

 . إذن  Zm,n، حيث  ny mxالصورة   في يكون Gإذن أي عنصر في 

}N| m,n ny mG = {x 

 لاحظ أن . } = x y , x y 2, x , y , y 1G ,2{، فإن   y 2x =3  =1بما أن 

 )}2 3 1) , (3 2 1) , (3 2) , (3 1) , (2 1, ( 1= {  3S  

،  f h = (2 3). وبما أن  ord(f) = 2  ,  ord(h) = 3. إذن  f = (1 2) , h = (1 2 3)ليكن 

، بحيث                                     3S→ G :  ϕ. ليكن  f , h 3S > = <. إذن   = 2ord(f h)فإن 

ϕ(x) = f , ϕ(y) = h   من السهل إثبات أن . إذنϕ ثل زمرييكون تما . 

.                                  x = y   n= y nx  :يكون NG , nx,yبحيث لكل ، زمرة  Gليكن  .139

                                                             y x = y 1-x      = y my x m-x  :    )أ(     برهن أن

وإذا كانت  ،تكون ابدالية  G. برهن أن  منتهية Gإلى  Gكن رتبة كل تماثل زمري من ت)ب(  ل

G   منتهية التوليد ، فإنG  Z . 

 .   x = y    n= y nxيكون    NG , nx,yزمرة بحيث لكل  Gليكن الحل: 

 mxمن اليسار في . بضرب الطرفين  y my x m-x =. ليكن  NmG , x,yليكن   (أ)

 . إذن y m= x my xنحصل على  

m= x mx y 1-y = y mx 1-= y mx y) 1-(y 

 . y x = y 1-x. إذن  x=  y x 1-y ، أن  Nnلكل   x = y   n= y nxإذن ينتج من الفرض 

 G→ : G  yf، وليكن  Gy. ليكن  منتهية Gإلى  Gلتكن رتبة كل تماثل زمري من   (ب)

 f  ةيكون تماثل زمري . إذن رتب f. من السهل اثبات أن  Gxلكل  x y 1-y = f(x) بحيث 

m  =1. إذن   m ord(f = (نفرض أن  تكون منتهية )من الفرض( .
f                             إذن .
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 = x mx y m-y = (x)
m

f   إذن ينتج من )أ( أن . x y = x 1-y  إذن .x y = y x  لكل ،

x,yG  إذن .G  . تكون زمرة ابدالية 

. من المبرهنة  منتهية التوليدكون زمرة ابدالية ت G. بالتالي  منتهية التوليدزمرة  Gليكن الآن 

 ينتج أن منتهية التوليدالأساسية للزمر الأبدالية 

                                (k       )مرة G ≅ Zm1 Zm2   ⋯  Zms   Z  ⋯  Z  

أن                   x = y   n= y nxمن الفرض  فإنة ينتج من ، nx  =1بحيث  NG , nxإذا كان 

1x =   لأن(n1=  1=  nxإذن . )                                                                                                       

                                                                            (k      )مرةG ≅ Z ⋯ Z  

لكل       h(m , n) = (m + n , n)، بحيث    h : Z  Z → Z  Z. إذن   k = 2ليكن 

(m , n) Z  Z  يكون تماثل زمري ورتبتة غير منتهية . لكن هذا يتناقض مع الفرض بأن

 . G ≅ Z. إذن   k = 1. إذن  منتهيةتكون  Gإلى  Gرتبة كل تماثل زمري من 

. اثبت  S ≤ G. ليكن   Gهو عدد مولدات  n. ليكن  ة التوليدزمرة ابدالية منتهي Gليكن  .140

 .n يكون أقل من أو يساوي  Sأن عدد مولدات 

. إذن يوجد  Gهو عدد مولدات  nليكن و زمرة ابدالية منتهية التوليد ، Gليكن الحل: 

Gnx,…,2,x1x   بحيث ،>nx,…,2,x1G = < x   ليكن .G≤ S  .  نبرهن أن عدد مولداتS 

، فإن       n = 1. عندما  nعلى  ياضيرنستخدم مبدأ الإستنتاج ال . nأقل من أو يساوي  يكون

>1G = < x  أي أن .G  1 منفي هذة الحالة تكون زمرة دائرية مولدةx  إذن .S  تكون زمرة

.  دائرية( ن)وذلك من المبرهنة التي تنص على أن أي زمرة جزئية من زمرة دائربة تكودائرية 

. نفرض أن  n = 1حقق عندما ت. إذن المطلوب ي في هذة الحالة تتولد من عنصر واحد S أي أن

 مننفرض أن أي زمرة جزئية  أننا . أي n، ونبرهن تحققة عند  n – 1المطلوب يتحقق عند 

عنصر ، ونبرهن أن أي  n – 1تتولد على الأكثر من عنصر  n – 1بدالية مولدة من زمرة إ

. بما أن               عنصر nعنصر تتولد على الأكثر من  nالية مولدة من زمرة جزئية من زمرة إبد

>nx,…,2,x1G = < x  تتولد من( زمرة إبدالية منتهية التوليدn  فإن ، )عنصر 

>n,…,x2,x1G = < x   

>  n,…,x 2< x  >1x= <        
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. من  A B S =، بحيث   nx,…, 2x≤ < >  ,  B 1x≤ < A <، فإنة يوجد    G≤ Sوبما أن 

      ، بحيث                n≤ m ,   > nx,…, 2x<  mb,…, 2bة يوجد  فرض الإستناج الرياضي ينتج أن

>  mb,…, 2B = < b .  1<كذلك يوجد<x a  بحيث ،> A = < a  إذن . 

 > mb,…, 2S = < a > < b  

> m,…,b 2a , b= <      

  . عنصرعلى الأقل nتتولد من  Sإذن 

وكذلك الزمر الجزئية وأوجد كل الزمر الجزئية غير البديهية  8Qكل عناصر اكتب  .141

  منها ، علما بأن الناظمية غير البديهية 

⟨ a , b | a4=1 .  a2 = b2, b a = a3 b ⟩=  8Q 

 . (Quaternion group) وتسمى الزمرة المرباعية 

 المرباعية نعتبر الزمرة الحل:

  ⟨ a , b | a4=1 .  a2 = b2, b a = a3 b ⟩=  8Q   

   = ord(b) =  4=  )3, ord(a 2) = 2, ord(a 4ord(a) ,4 إذن 

 .   = 4ord(a b) فإن ،  a 2b b = b 3= (a b) (a b) = a a 2(a b) =2   أنوبما 

 2b a b = (a b) 5b) a b = a 3(a 2b) = a 2b) (a 2= (a  وبما أن
2

b) 2(a  ،فإإإإإن                               

4b) =  2ord(a . 

 2b) 2b = (a 2b) a 3(a 3b) = a 3b) (a 3= (a  وبما أن
2

b) 3(a  ،4  فإنb) =  3ord(a . 

 نإذ

 b} 3b , a 2, b , a b , a 3, a 2, a , a 1= { 8Q   

 هى: 8Q الزمر الجزئية غير البديهية من

H1 = {1 , a2} = < a2 >     ,    H2 = {1 , a , a2 , a3} = < a >   ,    

H3 = {1 , a b , a2 , a3 b} = < a b >   ,     H4 = {1 , b , a2 , a2 b} = < b > . 

  بما أن 

[Q8 : H2 ] = [Q8 : H3 ] = [Q8 : H4 ] = 2 

H1 ، لأن    Q8 كذلك . H2  Q8   ,  H3  Q8  ,  H4  Q8     فإن 
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,   2= a 4= a b 3b a b 3= a 3b 2= b a 1-b 2b a  

,    2= a 3) a2= a (a 1-) a1-b 2= a (b a 1-a 1-b 2= a b a 1-(a b) 2(a b) a  

2= a 2a 2a 2= a 2) a1-b 2(b a 2= a 1-b) 2(a 2b) a 2(a  

2a = a) 1-b 2( b a 3= a 1-b)3 (a 2b) a 3(a  

 . ) = g =4 3 2 1f , ( )2 4(، حيث   4Sمن الزمرة  〈f , g〉أوجد الزمرة الجزئية  .142

 . إذن ) = g = (4 3 2 1f , (2 4(، حيث   4Sf,gليكن  الحل:

  ord(f) = 4  ,  ord(g) = 2 , 

,  g = (1 4) (2 3) 3 g = (1 3)  ,  f 2 f g = (1 2) (3 4)  ,  f  

,  = f g 3 g   ,   g f 2 = f 2 g f   g   , 3 g f = f  

,   g 2 = f 1-g) 2 = f g  ,  (f 1-,  (f g)  = f 1-)3,  (f 2 = f 1-)2 ,  (f  3 = f 1- f  

g 3 = f 1-g) 3 (f  

 إذن

  g} 3 g , f 2 , g , f g , f 3 , f 2 , f , f 1f , g > = {<   

، واذكر معكوس كل  ⟨ a , b | a3 = b2 = (a b)2 = 1 ⟩اذكر كل عناصر الزمرة   .143

 . عنصر فيها ، ثم أوجد كل الزمر الجزئية غير البديهية منها

 إذن .  = G ⟨ a , b | a3 = b2 = (a b)2 = 1 ⟩ليكن الحل: 

 ord(a) = 3 , ord(b) = ord(a b) = 2  , 

,    = a b 2a 2= a b a b 2= a b a b b a 2b a 2= (a b) 2b a  

,  b 2) = a (a b) = a2= a (b a 2= (a b) a 2) a2= (b a 4b a = b a  

. b 2= b a = a 1-b) 2= a b ,  (a 1-= b  ,  (a b) 1-= a  , b 1-)2, (a 2= a 1-a  

 إذن

b} 2, b , a b , a 2G = {1 , a , a 

 :هي Gمن كل الزمر الجزئية غير البديهية   

> b 2< aa >  ,  < b >  ,  < a b >  ,  <   
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. اثبت أن   S = {gG | ord(g)  }حيث   S  Gزمرة ابدالية ، وليكن  Gليكن  .144

S ≤ G  وإذا كانت .S  منتهية التوليد ، فاثبت أنS تكون منتهية . 

. لاحظ أن  S = {gG | ord(g)  }حيث   S  Gزمرة ابدالية ، وليكن  Gليكن الحل: 

S ≠ ∅   1، لأنS  ليكن .x,ySيوجد  . إذنm,nN بحيث ،                                          

ord(x) = m, ord(y) = n  لاحظ أن .) = n1-ord(y  بما أن .G زمرة إبدالية ، فإن 

                                                               ) = m n1-) = ord(x) ord(y1-ord(x y  

  ، بحيث Srx,…,1x. إذن يوجد  منتهية التوليد S. نفرض أن   G≤ S. إذن  S1-x yإذن  

> rx,…,1S = < x  إذن . 

S = {(x1))مبرهنة(                                     
t1(x2)

t2  ⋯(xr)
tr  |t1,t2 ,⋯,tr∈Z}  

S  (x1) ليكن
t1(x2)

t2  ⋯(xr)
tr   بحيث ،r,…,1,2) , i = i> ord(x it  إذن يوجد .

Nsa,…,2,a1, a 0Nrs,…,2,s1s بحيث ، 

                                            r,…,1,2i =  )   ,i< ord(x is   ,   i) + siord(xi  = a it 

(x1) =إذن      
s1(x2)

s2  ⋯(xr)
sr   (x1)

t1(x2)
t2  ⋯(xr)

tr  إذن . 

S = {(x1)
t1(x2)

t2  ⋯(xr)
tr  | ti ∈ 𝐙 . 1 ≤ ti  ≤ ord(xi) . i = 1.2.⋯ . r}  

 . تكون منتهية Sإذن 

تكون  S. إذن  منتهية التوليد Sزمرة جمعية إبدالية ، ونفرض أن  Gنفرض أن  برهان آخر:

زمرة )جمعية( ابدالية  S. بما أن  تكون منتهية S. نبرهن أن  زمرة )جمعية( إبدالية منتهية التوليد

تماثل مجموع  S منتهية التوليد ، فإنة ينتج من المبرهنة الأساسية للزمر الإبدالية منتهية التوليد أن

 ، بحيث Nrm,…,1mمباشر لعدد منتهي من الزمر الدائرية ، أي يوجد 

                             (k         )مرة S ≅ Zm1⊕ Zm2  ⊕ ⋯ ⊕ Zmr⊕ Z ⊕ ⋯ ⊕ Z  

تكون  S. لكن رتبة كل عنصر في  r ≤ k ≥ 1وحيث  Sهو عدد العناصر المولدة لـ  kحيث 

 . إذن r = k. إذن  منتهية )فرضاً(

  S ≅ Zm1⊕ Zm2⊕ ⋯ ⊕ Zmk   

 . ون منتهيةتك Sإذن 

 

 –المتسلسلات شبة الناظمية والمتسلسلات الناظمية للزمر    

                Subnormal series and normal series of groups 
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 متماثلتين للمتسلسلتين الناظميتين   (refinements)أوجد مكملتين  .145

{0} ≤  60 Z  ≤  15 Z  ≤  Z       (1) 

{0} ≤  12 Z  ≤  Z                     (2) 

  لمتسلسلتين الناظميتين  نعتبر االحل: 

{0} ≤  60 Z  ≤  15 Z  ≤  Z       (1) 

{0} ≤  12 Z  ≤  Z                     (2) 

  لمتسلسلتين الناظميتين  ا إذن

{0} ≤  60 Z  ≤  15 Z  ≤  5 Z  ≤  Z        (1') 

{0} ≤  60 Z  ≤  12 Z  ≤  3 Z  ≤  Z        (2') 

هي مجموعة كل  Xليكن .  (2) , (1) للمتسلسلتين الناظميتين (refinements)مكملتين كونان ت

)لكل هي مجموعة كل زمر القسمة  Y، وليكن  ('1)للمتسلسلة )لكل حدين متتاليين( زمر القسمة 

 أي أن ، ('2)للمتسلسلة حدين متتاليين( 

X = {60 Z /{0} , 15 Z / 60 Z , 5 Z / 15 Z  ,  Z / 5 Z} , 

Y = {60 Z /{0} , 12 Z /60 Z , 3 Z /12 Z , Z /3Z} 

 من مبرهنة التماثل الثانية في الزمر يكون 

,    4Z  Z 4 / Z   Z 4 / Z + 4 Z 51  Z 4  Z 51 / Z 5= 1 Z60  / Z 51 

,    3Z  Z 3 / Z   Z 3 / Z + 3 Z 5  Z 3  Z 5 / Z 5 =Z /15  Z 5 

 ,    5Z  Z 5 / Z 

,     5Z  Z 5 / Z   Z 5 / Z + 5 Z 12  Z 5  Z 12 / Z = 12 Z 60/ Z 21 

,    4Z  Z 4 / Z   Z 4 / Z + 4 Z 3  Z 4  Z 3 / Z = 3 Z12  / Z 3 

3Z  Z 3 / Z 

 ، بحيث   : X → Yليكن 

(60 Z /{0}) = 60 Z /{0}  ,  (15 Z / 60 Z) = 3 Z / 12 Z  , 

(5 Z / 15 Z) = Z / 3 Z  ,  (Z / 5 Z) = 12 Z / 60 Z  . 

 ، لأن (A)  A  ,  AXيكون تقابل ويحقق   إذن 

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



133 
 

(60 Z /{0}) = 60 Z /{0}  ,  

,  Z60  / Z 51  4Z   Z12  / Z ) = 3Z60  / Z 5(1 

,    Z 15 / Z 5  3 Z  Z3  / Z) = Z 15 / Z 5( 

. Z 5 / Z  5Z  Z60  / Z ) = 12Z 5 / Z( 

 ن .اتكونان متماثلت ('2) , ('1)ن المتسلسلتان إذ

 . S 24Z ,4للزمرتين   )composition series(أوجد كل المتسلسلات المركبة  .146

  24Z  ةللزمرالمتسلسلات المركبة   : أولا الحل: 

 هي 24Z  ةللزمرالمتسلسلات المركبة 

(1)      {0̅}  ⊲  𝐙3  ⊲  𝐙6 ⊲ 𝐙12  ⊲  𝐙24   

 لأن:

  mZ. ولكن يعني أن  mnZتكون مجموعة جزئية من   mZلا يعني أن  mnZ≤  mZحظ أن )لا

 (  24Zزمرة جزئية من     >2̅  <و    12Z   >2̅  <، فمثلاً   mnZتماثل زمرة جزئية من 

لاحظ أن زمرة القسمة لمتسلسلة ناظمية أو شبة ناظمية نعني بها زمرة القسمة لحدين متتاليين من 

 تسلسلة .هذة الم

 هي (1)زمر القسمة للمتسلسلة 

2Z  12Z / 24Z,     2Z  6Z / 12Z ,   2Z  3Z / 6Z  ,  3Z  {0̅}/ 3Z 

تكون جميعها زمر بسيطة .  )1(زمرتين بسيطتين ، فإن زمر القسمة للمتسلسلة  3Z,  2Zوبما أن 

 . مركبةتكون  متسلسلة  (1)ة المتسلسلإذن 

(2)      {0̅}  ⊲  𝐙2  ⊲  𝐙6 ⊲ 𝐙12  ⊲  𝐙24   

 لأن:

 هي (2)زمر القسمة للمتسلسلة 

2Z  12Z / 24Z,     2Z  6Z / 12Z ,   3Z  2Z / 6Z  ,  2Z  {0̅}/ 2Z 
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تكون جميعها زمر بسيطة .  )2(زمرتين بسيطتين ، فإن زمر القسمة للمتسلسلة  3Z,  2Zوبما أن 

 . ةمركبتكون  متسلسلة  (2)ة المتسلسلإذن 

(3)      {0̅}  ⊲  𝐙2  ⊲  𝐙4 ⊲ 𝐙12  ⊲  𝐙24   

 لأن:

 هي (3)زمر القسمة للمتسلسلة 

2Z  12Z / 24Z,     3Z  4Z / 12Z ,   2Z  2Z / 4Z  ,  2Z  {0̅}/ 2Z 

تكون جميعها زمر بسيطة .  )3(زمرتين بسيطتين ، فإن زمر القسمة للمتسلسلة  3Z,  2Zوبما أن 

 . مركبةتكون  متسلسلة  (3)ة لسلالمتسإذن 

(4)      {0̅}  ⊲  𝐙2  ⊲  𝐙4 ⊲ 𝐙8  ⊲  𝐙24   

 لأن:

 هي (4)زمر القسمة للمتسلسلة 

3Z  8Z / 24Z,     2Z  4Z / 8Z ,   2Z  2Z / 4Z  ,  2Z  {0̅}/ 2Z 

ها زمر بسيطة . تكون جميع )4(زمرتين بسيطتين ، فإن زمر القسمة للمتسلسلة  3Z,  2Zوبما أن 

 . مركبةتكون  متسلسلة  (4)ة المتسلسلإذن 

  4S  ةللزمرالمتسلسلات المركبة   :ثانيا  

 هي 4S  ةللزمر وحيدة مركبة ةمتسلسلتوجد 

{1}  ⊲  < (1 2)(3 4) >  ⊲  K4 ⊲  A4  ⊲  S4 (*)       

 لأن:

 هي)*( لمتسلسلة لزمر القسمة 

,     2Z / < (1 2)(3 4) >  4K    ,    2Z >  < (1 2)(3 4)  } 1) > /{4 3)(2 1< ( 

  2Z  4/ A 4,   S   2 Z  4/ K 4A 

تكون جميعها زمر بسيطة . إذن  (*)زمرة بسيطة ، فإن زمر القسمة للمتسلسلة  2Zوبما أن   

 . مركبةتكون  متسلسلة  (*)ة المتسلسل

   . د أوليعد p، حيث   𝐙pr)أ(   أوجد متسلسلة مركبة للزمرة   .147

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



135 
 

p1، حيث  nZأوجد متسلسلة مركبة للزمرة )ب( 
m1  p2

m2⋯pr
mr=  n                     وحيث

rp,…,  2, p 1p  أعداد أولية مختلفة . 

 )أ( المتسلسلةالحل: 

  {0̅}  ⊲  𝐙p  ⊲  𝐙p2 ⊲ ⋯  ⊲ 𝐙pr-1  ⊲  𝐙pr 

)لاحظ  pZا تماثل قسمة له ةزمركل  ، لأن عدد أولي pحيث  ، 𝐙prللزمرة تكون متسلسلة مركبة 

   عدد أولي( . pتكون زمة بسيطة لأن  pZأن 

p1، وليكن   Nn)ب( ليكن 
m1  p2

m2⋯pr
mr=  n  حيث  rp,…,  2, p 1p   أعداد أولية

 إذن  مختلفة .

Zn ≅ Zp1m1  × Zp2m2 ×⋯× Zprmr   

 نضع 

P1 , m1−i1  = Zp1m1−i1  × Zp2m2 × ⋯ × Zprmr        

 . 1m, … ,  2,  1=  1iحيث  

 إذن 

P1 , 0 ⊲  P1 , 1  ⊲  P1 , 2  ⊲ ⋯ ⊲ P1 , m1−2 ⊲  P1 , m1−1 ⊲ 𝐙n 

 نضع 

P2 , m2−i2  = {0̅}× Zp2m2 −i2× Zp3m3 × ⋯ × Zprmr        

 . 2m, … ,  2,  1=  2iحيث  

 إذن 

P2 , 0 ⊲  P2 , 1  ⊲  P2 , 2  ⊲ ⋯ ⊲ P2 , m2−2 ⊲ P2 , m2−1 ⊲ P1 , 0   

 إذن

P2 , 0 ⊲  P2 , 1  ⊲  P2 , 2  ⊲ ⋯ ⊲ P2 , m2−2 ⊲ P2 , m2−1  

        ⊲  P1 , 0 ⊲  P1 , 1  ⊲  P1 , 2  ⊲ ⋯ ⊲ P1 , m1−2 ⊲ P1 , m1−1 ⊲ 𝐙n 
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، لأن كل  nZ، فنحصل على متسلسلة مركبة للزمرة  rنستمر بهذة الطريقة حتى الخطوة رقم 

وهي زمرة   i{1,2,…,r}حيث   𝐙piذة المتسلسلة )لحدين متتاليين( تماثل زمرة قسمة له

 . عدد أولي ipبسيطة لأن 

 . اثبت أن أي زمرة ابدالية لها متسلسلة مركبة تكون منتهية .148

 لها المتسلسلة المركبة التالية Gزمرة ابدالية . نفرض أن  Gليكن الحل: 

{1} = S0 ⊲ S1⊲ ⋅⋅⋅ ⊲ Sm-1 ⊲ Sm = G   

ابدالية ،  Gتكون زمرة بسيطة . وبما أن  1S، فإن  }/1S ≅} 1Sبما أن هذة المتسلسلة مركبة و 

بسيطة . إذن        1Sتكون ناظمية . لكن  1Sلذلك أي زمرة جزئية من  تكون ابدالية . 1Sفإن 

 1| = p1S|  1، حيثp   1عدد أولي . كذلكS/2S 2لتالي  تكون ابدالية وبسيطة ، وبا| = p1S/2S| 

 نستمر بهذة الطريقة ، فنحصل على  .  |2p 1| = p2Sعدد أولي . إذن   2pحيث ، 

              mp…  2p 1| = |G| = pm|S   ,     m| = p1-mS/m S| 

 أعداد أولية .  mp, … ,  2, p 1p، حيث 

 تكون زمرة منتهية . Gأذن 

 . ن قابلة للحلتكو G. اثبت أن  100زمرة رتبتها  Gليكن  .149

. إذن ينتج من المبرهنة )أي زمرة  | = |52G  ×25إذن   . 100زمرة رتبتها  Gليكن  الحل:

 تكون قابلة للحل .  Gعددين أوليين مختلفين تكون قابلة للحل( ، أن  p , q، حيث   nq mpرتبتها 

زمر -5على حتوي ت G ة ينتج من مبرهنة سيلو الأولى أن، فإن | = |52G  ×25بما أن حل آخر: 

ومن مبرهنة سيلو  .   =0,1,2  …,، حيث  5+  1=  5nوعددها   25جزئية لسيلو رتبها 

 25زمرة جزئية لسيلو رتبهتا -5تحتوي على   G. أي أن  5n  =1. إذن  G 5n| ||الثالثة يكون  

ث          زمرة منتهية حي-pتكون  S، فإن  | = |25S. وبما أن   G ⊲ S. إذن   Sوحيدة ولتكن 

5p =   إذن .S   4  =22تكون قابلة للحل )مبرهنة( . وبما أنG/S| = |  فإن ،G/S  تكونp-

تكون قابلة للحل  Gتكون زمرة قابلة للحل )مبرهنة( . إذن  G/S. إذن  p = 2زمرة منتهية حيث 

 )مبرهنة( .

 أن  برهن.  زمرة Gليكن  .150

    G   تكون قابلة للحل   G/C(G) ة للحلتكون قابل 
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 . زمرة Gليكن الحل: 

( نفرض أن الزمرة )G  تكون قابلة للحل . إذنG/C(G) مبرهنة( .  تكون قابلة للحل( 

( نفرض أن الزمرة )G/C(G) بما أن  قابلة للحل تكون .C(G)  زمرة ابدالية ، فإن

(C(G))' = {1}  إذن .C(G)  تكون قابلة للحل )مبرهنة( . إذنG/C(G) , C(G) تكونان 

 تكون قابلة للحل .  Gقابلتين للحل . إذن 

   Groups of commutators –المبدلات زمر   

. اثبت أن                                                                             a,bGزمرة ، وليكن  Gليكن  .151

                                                                  1-[ab , c] = a [b , c] a [a , c]                               )أ(     

                                                                   b [a , c] b [a , b] = [a , bc]-1                             )ب(

                                                         a] b 1-[ b = b 1-] a1-[a , b] = a [b , a ,-1 )ت(                  

    cac1-[[a , b] ,bcb , [b , c]] [-aba1 , [c, a]] [-1 = [1 )ث(  

 )أ( الحل: 

   1-c 1-[ab , c] = a b c (a b) 

,     1-c 1-a 1-a b c b=              

 1-c 1-a c a 1-a 1-c 1-[a , c] = a b c b 1-a [b , c] a 

 1-c 1-a 1-a b c b=                              

                            = [ab , c] 

 )ب(  

,    1-b 1-c 1-[a , bc] = a b c a 

,    1-b1 -c 1-b) a) c a 1-(b 1-= a b (a 1-[a , b] b [ a ,c] b 

 1-b 1-c 1-a b c a=                               

                             = [a , bc] 

  (ت)

 1-a a 1-b 1-= a b a 1-] a1-a [b , a 

1-b 1-a b a=                      
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                    = [a , b]     , 

 1-b 1-a b a 1-= b b 1-, a] b 1-b [b 

1-b 1-a b a=                       

                     = [a , b] 

 نضع   (ث)

,    ]1-x = [[a , b] , bcb 

,   ]1-y = [[b ,c ] , cac 

]1-z = [[c , a] , aba 

 إذن 

,    1-b 1-b c 1-a 1-c a b 1-x = a b a 

,    1-c 1-c a 1-b 1-a b c 1-y = b c b 

 1-c 1-c a 1-b 1-c a c 1-= a b a 1-z 

 إذن 

 1-c 1-c a 1-b 1-c a c 1-x y = a b a 

 1-z=        

 . x y z = 1ذن   إ

، حيث                         G  (the drive series of G). أوجد متسلسلة الإشتقاق لـ  زمرة Gليكن  .152

                                                                                                G| = 8|)أ(   

  4G = S)ب(   

 . زمرة Gليكن الحل: 

  G' =  )1(G [G , G] =} =1{ابدالية ، فإن   Gإذا كانت .  | = |8Gليكن   (أ)

 ( . Gوتسمى زمرة الإشتقاق أو زمرة المبادلة للزمرة  < G' = < [a , b] | a,b ∈ G)حيث 

 (( ، حيث411)انظر تمرين )  8Qأو  4Dتماثل  8أي زمرة غير إبدالية رتبتها 

>  , = 1 2= (a b) 2= b 4= < a , b | a 4D 

> b 3, b a = a  2= b 2= 1 , a 4= < a , b | a 8Q 

 إذن 

,    = {1} (2)
4>    ,    D 2= < a (1)

4D 
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. = {1} (2)
8>    ,    Q 2= < a (1)

8Q 

 هي Gمتسلسلة الإشتقاق )أو متسلسلة زمر المبادلة( للزمرة 

 = G (0)G ⊲ (1)G  ⊲(2)G ⊲ …  ⊲(n)G 

 هي 4Dلة زمر المبادلة( للزمرة إذن متسلسلة الإشتقاق )أو متسلس

{1} ⊲ 〈a2〉 ⊲ D4
(0)=D4 

 هي 8Qمتسلسلة الإشتقاق )أو متسلسلة زمر المبادلة( للزمرة و

{1} ⊲ 〈a2〉 ⊲ Q8
(0)=Q8 

  (ب)

= {1} (1)
4= K (1))(1)

4= (A (2)
4= A (2))(1)

4= (S (3)
4S 

 هي 4S إذن متسلسلة الإشتقاق )أو متسلسلة زمر المبادلة( للزمرة

S4
(3)⊲ S4

(2)⊲ S4
(1)⊲ S4

(0)= S4 

 أي

{1} ⊲ K4 ⊲ A4 ⊲ S4 

               Gهي مشتقة  G'، حيث   G'}G , u| x 2N = {u xزمرة ، وليكن    Gليكن  .153

⊳. اثبت أن  1(G )(  =G' = [G , G])أي أن  G N  . 

، فإن  G ∈ 1G ,  ∈ 1'. بما أن  } = G'}G , u| x 2u xNزمرة ، وليكن   Gليكن الحل: 

1 ∈ N  .  إذنN  ∅   . ليكنa,b ∈ N  إذن يوجد .x,y ∈ G , u,v ∈ G'  بحيث ،           

2,  b = v y 2a = u x .   لاحظ أن لكلGg,h  يكون g h = [g , h] h g إذن .   

a b = u x2 v y2 = u [x2 , v] v x2 y2 = u [x2 , v] v x x y y  

      = u [x2 , v] v [x , x y] x y x y = u [x2 , v] v [x , x y] (x y)2  

تكون مغلقة بالنسبة لعملية  Nذن إ .  N a bذن  إ . G  [x , x y] , v] v 2u [x' كن ل

 ذلك ك . Gالضرب على 

a-1 = (u x2)-1 = x-2 u-1 = [x-2 , u-1] u-1 x-2 = [x-2 , u-1] u-1 (x-1)-2  N 
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⊳ Nن نبرهن أن . والآ N ≤ Gذن  إ G .  ليكنa ∈ N , g ∈ G                      إذن يوجد .

'G ∈G , u  ∈x    2، بحيثa = u x  إذن . 

N ∈  2)1-g ) (g x1-(g u g = )1-g 2) (g x1-= (g u g 1-) g2= g (u x 1-g a g 

⊳( . إذن   G ⊲ 'G لأن )  G ∈ 1-g u g 'لأن   G N . 

 زمرة ، وليكن Gليكن  .154

                               ]nx, … ,  3, x 2] [ xnx…  3x 2, x 1] = [xnx, … ,  2, x 1[x   

 . Gxلكل    = [x]1 حيث،   NG , nnx, … ,  2, x 1xلكل  

 اثبت أن  

                               } NG , nnx, … ,  2, x 1]  |  xnx, … ,  2, x 1G' = { [x  

 كنزمرة ، ولي Gليكن الحل: 

                               ]nx, … ,  3, x 2] [ xnx…  3x 2, x 1] = [xnx, … ,  2, x 1[x   

    .  Gxلكل    = [x]1 حيث،   NG , nnx, … ,  2, x 1xلكل  

 من الفرض يكون . إذن NG , nnx, … ,  2, x 1xليكن 

                ]nx, … ,  3, x 2] [ xnx…  3x 2, x 1] = [xnx, … ,  2, x 1[x   

 إذن

  ]nx, … ,  4, x 3[x] nx, … ,  3, x 2[x ]nx…  3x 2, x 1[x=  ]nx, … ,  2, x 1[x 

]n, x 1-nx… [                               

 ليكن 

  }NG , nnx, … ,  2, x 1x | ]nx, … ,  2, x 1[xH = { 

.  G' ⊆ H. إذن   H ∋ [a,b]. لكن  'H ⊆ G، فإن   < G' = < [a,b] | a,b ∈ Gبما أن 

 .  G' = Hإذن  

، فاثبت أن   x y 3= (x y) 3x) =-1(3  =1. إذا كان   Gx,yزمرة ، وليكن  Gليكن  .155

[[x , y] , y] = 1 . 

 . بما أن         x y 3= (x y) 3x) =-1(3  =1، بحيث   Gx,yزمرة ، وليكن  Gليكن الحل: 
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 1=  3(x y) (  1أي أنy x y = x y x )   1، فإن-x 1-y 1-= x 1-y x y = (x y x)        إذن .

1-x 1-y 2-y x y = x 1-x  3  =1. لكنx  1. إذن-= x 2x  إذن . 

(1)                      2x 1-y 2-y x y = x 1-x  

 ن . إذ x y 1-x = (y 1-x y-1(-1. إذن  x y)-y 1 (x y 1-x-1  =1، فإن   x y)-1(3  =1وبما أن 

y                             (2) 1-x = y x 1-x y  

 ينتج أن  )1(. وبالتعويض في  y x 1-= x 1-y)-x 1 (y-1ينتج أن   )2(من 

 2) x1-y x 1-y x 1-(x 2-y = x y x 1-x  

 y x 1-y x 3-x=                 

                 y x 1-y x=                 

 إذن

 1-y x) x 1-y x= x ( 1-y x y x 

y 1-x y x=                

 أذن

(3) y                       1-= x y x 1-y x y x 

 ينتج أن (3)إذن من 

 1-[[x,y] ,y] = [x,y] y [y,x] y 

 1-y 1-x 1-y y x y 1-y 1-x y x=                 

 )1-y 1-x 1-y) (x y 1-(x y x=                 

 1-y 1-x 1-x y 1-y x y x=                 

               = 1  

 . إذا كان n ∈ Nزمرة ، وليكن  Gليكن  .156

   K0(G) = G  ,  K1(G) = [G , G]  , … , Kn+1(G) = [G , Kn(G)] 

    أن                                                                                                          برهنف

⊳             )أ(   G (G)nK                                                                                          

  nK≤  (G) 1n+K(G))ب(   

 ليكن. nN زمرة ، وليكن  Gليكن الحل: 
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                      (G)]n(G) = [G , K1n+K … , (G) = [G , G]  , 1(G) = G  ,  K0K 

⊳لإثبات أن   (أ) G (G)nK   ، نستخدم مبدأ الإستنتاج الرياضي علىn  من الواضح أن .

⊳، لأن   = 1n. كذلك يتحقق المطلوب عندما   = 0nالمطلوب يتحقق عندما  G '= G (G)1K 

⊳)مبرهنة( . نفرض أن  G (G)nK  ونبرهن أن ،⊲ G (G)1+nK  بما أن .⊲ G , G (G)nK 

⊳ A , Bة  ) من المبرهن ة ينتج، فإن G  [A , B] ⊲ G أن ) 

⊲ G (G)]n(G) = [G , Kn+1K 

⊳من )أ( يكون  (ب) G (G)nK  لكل ،N ∈n  إذن .  

   (G)nK≤ (G)] n= [G , K (G)1+nK  )المبرهنةينتج من إذن .  )مبرهنة  

                                                                             A ⊲ G  [G , A] ≤  A 

⊳أن   G (G)nK≤ (G)] n(G) = [G , K1n+K  إذن .(G)nK ≤ (G) 1n+K  ،لكل Nn . 

                                                                                   . إذا كان m , n ∈ Nزمرة ، وليكن  Gليكن  .157

                )](Gn(G) = [G , K1n+K… , (G) = [G , G]  , 1(G) = G  ,  K0K              

 فبرهن أن 

1≥ ,  m   2≥ n  ,   n) = AnS(mK   

 . ليكنm,nN زمرة ، وليكن  Gليكن  الحل: 

                     (G)]n(G) = [G , K1n+K … , (G) = [G , G]  , 1(G) = G  ,  K0K 

)n] = An, S n= [S )1. إذن    m   2≥ n  , ≤1 ليكن 
n' = SnS    مبرهنة( . لاحظ أن( 

]n, A n] = [S(1)
n, S n)] = [Sn, K'(S n) = [Sn(S2K  

)مبرهنة( .  nSتتولد من كل الدورات الثلاثية في  nAلاحظ أن  . n] = An, A n[Sنبرهن أن  

              ، فإن j  j) , (i  k) = [(i  j  (i   [(n, A n[S∈ k[ . بما أن i)   nA∈k)  jليكن 

 ]n, A nS[⊆  nA . بما أن وnS ⊲ nA  فإن ،nA≤ ] n, A n[S   . )مبرهنة(                   

 . إذن n) = An(S2K . إذن  n] = An, A n[Sإذن 

 n] = An, A n[S )] =n(S2, K n) = [Sn(S3K  

  إذن

1≥ ,  m   2≥ n  ,   n) = AnS(mK  
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⊳ Nزمرة ، وليكن  Gليكن  .158 G . ليكن 

  N ∈,  n  (G)]n(G) = [G , Kn+1K = [G , G]  , … , (G) 1(G) = G  ,  K0K 

 . N ∈n  ∀,    (G)/Nn(G/N) = KnK  برهن أن  

⊳  ,N ∈ n زمرة ، وليكن Gليكن الحل:  G N . لإثبات أن  (G)/Nn(G/N) = KnK   ،

 . إذن  n = 1. ليكن  nنستخدم مبدأ الإستنتاج الرياضي على 

/N = [G , G]/N(G)1,   K  (G/N) = [G/N , G/N] 1K 

. إذن  N1(G/N) = K1K/(G). إذن   N [a , b] = [aN , bN] . إذن   G ∈a,bليكن 

، ونبرهن أن  Nn(G/N) = KnK/(G)  نفرض أن .   = 1nالمطلوب متحقق عندما 

  (G)/N1n+(G/N) = K1n+K  بما أن .(G)/Nn(G/N) = KnK فإن ، 

 )]/N(Gn, K /N) = [G/N(Gn+1K  

 ])/N(Gn, K /NG[=                     

 . إذن  nK ∈G , b  ∈a(G)ليكن 

  )N/(G1n+K ∈[aN , bN]     (G)   ,1n+= K ])(Gn[G , K ∈[a , b]   

 إذن  . N1n+(G/N) = K1n+K/(G)  . إذن   N1n+= K[aN , bN] = [a , b] N/(G)  لكن  

  N ∈n  ∀,    (G)/Nn(G/N) = KnK . 

 كنولي ، زمرة منتهية-G pليكن  .159

  N ∈,  n  (G)]n(G) = [G , Kn+1K (G) = [G , G]  , … , 1(G) = G  ,  K0K 

 . mK} = (G)1{ ، بحيث Nmأنة يوجد  برهن

 وليكن ، زمرة منتهية-G pليكن الحل: 

N ∈,  n  (G)]n(G) = [G , Kn+1K (G) = [G , G]  , … , 1(G) = G  ,  K0K 

،  Nmأنة يوجد . نبرهن  |nG| = pبحيث  Nn، فإنة يوجد  زمرة منتهية-G pبما أن 

         . إذن  = 1n. ليكن  nنستخدم مبدأ الإستنتاج الرياضي على  . mK} = (G)1{ بحيث

|G| = p  إذن ينتج من مبرهنة كوشي .(Cauchy's theorem)  أنG  تحتوي على عنصر

. إذن  G' = {1K = (G)1{تكون ابدالية . إذن   G. إذن  G = < x <. إذن  x، وليكن  pرتبتة 

نة يوجد فإ ، |nG| = p  زمرة بحيث G ة إذا كان. نفرض أن  = 1nالمطلوب متحقق عندما 

Nm 1{ ، بحيث(G) = {mK 1 إذا كان ة، ونبرهن أن+nG| = p| ، نة يوجد فإN'm ، 

تحتوي على زمرة جزئية ناظمية رتبتها  G . إذن |1n+G| = p. ليكن  mK'} = (G)1{  بحيث
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np  ولتكنN  يوجد . إذن ينتج من فرض الإستنتاج الرياضي أنةNm ث     ، بحي        

 }1) = {N(mK   بما أن .G/N| = p|  فإن الزمرة ،G/N  إذن            تكون ابدالية .

(G/N)' = {1} = {N} .  إذن 

 = {1}  (G/N)'  =  [G/N , G/N]  = (G/N) 1K  

ينتج من تمرين . إذن  N≤ G)  (1K . إذن  N = {1K/(G)1{( أن  815إذن ينتج من تمرين )

 .  1m+K} = (G)1{. إذن  mK≤ (G) 1m+K} = (N)1{ ( )ب( أن 615)

  Aوليكن لأي زمرة  ،زمرتين  G , Hليكن  .160

N ∈,  n  )]A(n, K A) = [A(n+1K ]  , … , A,  A) = [A(1,  K  A) = A(0K 

 .  N ∈nل ، لك n(G) × Kn(G × H) = KnK(H)أن   برهن

 وليكن  ، زمرتين G , Hليكن الحل: 

N ∈,  n  )]A(n, K A) = [A(n+1K ]  , … , A,  A) = [A(1,  K  A) = A(0K 

 . إذن n = 1. ليكن  n. نستخدم مبدأ الإستنتاج الرياضي على  Aلأي زمرة 

(H)1(G) × K1K  =  (1)× H(1) G  =  (1)(G × H)  = (G × H) 1K 

، ونبرهن  n(G) × Kn(G × H) = KnK(H). نفرض أن   = 1nعندما  إذن المطلوب متحقق

 . بما أن  1n+(G) × K1n+(G × H) = K1n+K(H)   أن

,   ](H)n(G) × KnK[G × H ,   = (G × H)] n[G × H , K  =  (G × H)1n+K  

  ])H(nK] × [H , (G)nK[G ,   =  (H)n+1(G) × Kn+1K 

، حيث      ](a,b) , (g,h)[  لد من مبدلات في الصورةيتو  1n+K(G × H)  فإن كل عنصر في

  )H(nK ∈,  b   (G)nK ∈H  ,  a  ∈G , h  ∈g   وكل عنصر في .(H)1n+(G) × K1n+K 

، ومركبتة   nK ∈G , a  ∈g(G)، حيث  ]g , a[مركبتة الأولى تتولد من مبدلات في الصورة 

 . لكن  H(nK ∈H , b  ∈h(، حيث  ]h , b[الثانية تتولد من مبدلات في الصورة 

)1-,b1-) (a1-,h1-(g = (g,h) (a,b) 1-(a,b) 1-(g,h) (g,h) (a,b)[(g,h) , (a,b)] =  

= ([g , a] , [h , b]) )1-b1-, hbh 1-a1-(gag=                        

  إذن

  (H)1n+(G) × K1n+(G × H) = K1n+K   

  إذن

    Nn ,   (H)n(G) × Kn(G × H) = KnK  
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ًحلولًتمارينًالحلقات:ًًثانيا ً

Rings and subringsًًالحلقاتًوالحلقاتًالجزئيةًًًًًًًًً

 تكون حلقة ابدالية .   R. برهن أن   R ∈x، لكل  x 2x =حلقة بحيث  Rليكن  .161

 . إذن   R ∈xليكن ً.  R ∈x، لكل  x 2x =حلقة بحيث  Rليكن الحل:ً

 2x + x = (x + x)  

          = (x + x) (x + x) 

 2+ x 2+ x 2+ x 2x=            

          = x + x + x + x 

نفسة بالنسبة لعملية ل ا  يكون معكوس Rأي أن كل عنصر في  . x ∈ Rلكل ،  x + x = 0إذن 

 يكون  x,y ∈ Rلكل الجمع . و

 2x + y = (x + y) 

          = (x + y) (x + y) 

 2+ x y + y x + y 2x=            

          = x + x y + y x + y 

          = (x + y) + (x y + y x) 

إذن .  x,y ∈ Rلكل ،  x y = y x. إذن  x y + x y + y x = x y. إذن  x y + y x = 0إذن 

R   . تكون حلقة ابدالية 

 يكون    0N ∈R  ,  n  ∈x,yأنة لكل  اثبتحلقة ابدالية تحتوي محايد .  Rليكن  .162

  (x+y)n=∑ (
n
i
) xn-i yin

i=0                (*)  

.  nمبدأ الإستنتاج الرياضي على لإثبات )*( نستخدم  حلقة ابدالية تحتوي محايد . Rليكن الحل:ً

 . أي نفرض أن n. نفرض أن )*( تتحقق عند  n = 0 , 1 , 2تتحقق عندما  (*)من الواضح أن 

 (x+y)n=∑ (
n
i
) xn-i yin

i=0    

 ، أي نثبت أن n + 1ثبت أن )*( تتحقق عند ون 
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  (x+y)n+1=∑ (
n+1
i
) xn+1-i yin+1

i=0     

  (x + y)n+1 = (x + y)(x + y)n 

= (x + y)( ∑ (
n
i
) xn-I yI ) n

i=0
                                  

                     = ∑ (
n
i
) xn+1-i yin

i=0  + ∑ (
n
i
) xn-i yi+1n

i=0 

)   لكن
n
i
)= (

n+1
i
) - (

n
i-1
 . إذن (

(x+y)n+1= ∑ [(
n+1

i
) - (

n

i-1
)] xn+1-i yi +∑ (

n

i
) xn-i yi+1n

i=0
n
i=0     

                  = ∑ (
n+1

i
) xn+1-i yi  − ∑ (

n

i-1
) xn+1-i yin

i=0  +n
i=0

                    ∑ (
n

i
) xn-i yi+1n

i=0    

              = ∑ (
n+1

i
) xn+1-i yi  − ∑ (

n

i-1
) xn+1-i yin

i=0  +  ∑ (
n

i
) xn-i yi+1n-1

i=0  n+1
i=0    

                        = ∑ (
n+1

i
) xn+1-i yi  n+1

i=0     

 لأن 

−∑ (
n

i-1
) xn+1-i yin

i=0  +  ∑ (
n

i
) xn-i yi+1n-1

i=0 = 0    

 إذن  

(x+y)n=∑ (
n
i
) xn-i yin

i=0       . ∀ n ∈ 𝐍0    

 عدد أولي ، برهن أن   p، حيث  pZفي  .163

pZ ∈x,y  ,     p+ y p= x p(x + y)   

 . إذن   pZ ∈x,y. ليكن  pZنعتبر الحلقة الحل:ً

(x+y)p = xp +∑ (
p
i
)  xp-i yi + yp

p-1
i=0  

)يقسم  pلاحظ أن 
p
i
 . إذن pZ ∈ z، لكل   = 0p z، وأن    (

∑ (
p
i
) xp-i yi

p−1
i=0 = 0   

 إذن
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pZ ∈x,y  ,     p+ y p= x p(x + y) 

                                  حلقة .                                                                        Rليكن  .164

.                             R ∈x  ,   0x =  6. برهن أن     R ∈x، لكل  x 3x =)أ(    ليكن 

 تكون ابدالية .                       R. برهن أن   R ∈x، لكل  x 3x =تحتوي محايد ، وليكن   Rليكن   )ب(

                                                                                                 حلقة .   Rليكن الحل:ً

 إذن .   R ∈xليكن .    R ∈x، لكل  x 3x =ليكن )أ(  

)2+ x 2+ x 2+ x 2= (x + x) (x  3(x + x) x + x =  

           = 3x+ … +  3x               مرة( 8(                        

             x + … + x  =       مرة( 8)                                                                   

 إذن  

x + ⋯ + x⏟      = 0
6 مرة

                                                                                                          

 . x = 0 6إذن  

 . إذن  R ∈x,yليكن  .  R ∈x، لكل  x 3x =تحتوي محايد ، وليكن   Rليكن ب(  )

 3x + y = (x + y)  

)3+ x y + y x + y 2(x + y) (x=            

x + y 2+ y x y + y 2+ y x 2y + x y x + x y 2x + x=            

 إذن

(1)          x = 0             2+ y x y + y 2+ y x 2y + x y x + x y 2x 

 نحصل على (1)في  xبدلا  من  x–بوضع 

       x = 0                         (2) 2y -y x y  - 2+ y x 2x y -y + x y x  2x 

 لاحظ أن

(-x) y (-x) = -(x y) (-x) = x y x    , 

y (-x) y = -(y x) y = -(y x y) 

 نحصل على (2) , (1)بجمع 

= 0                                               (3) 2y + 2 x y x + 2 y x 2x 2 

 أيضا  نحصل على x ، ثم من اليمين في xمن الشمال في  (3)بضرب 
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= 0                                               (4) 2y x + 2 x y x 2x y + 2 x 2 

(5)                   + 2 y x = 0                             2y x + 2 x y x 2x 2 

 نحصل على (4)والمعكوس الجمعي لـ  (5)بجمع 

2 x y = 2 y x      , ∀ x,y ∈ R 

 نحصل على  (2)في   y = 1وبوضع 

R ∈x  ∀,           = 3 x 2x 3 

 إذن 

= 3 (x + y) 2(x + y) 3 

 إذن

) = 3 x + 3 y3+ x y + y x + y 2(x 3 

 إذن 

3 x y + 3 y x = 0 

 إذن

3 x y = - 3 y x 

 . x y = 3 y x 3. إذن   y x = 3 y x 3 –، وبالتالي  y x + 3 y x = 0 3لكن من )أ( يكون  

 . إذن  x y = 2 y x 2لكن 

x y = y x    ,   ∀  x,y ∈ R 

 تكون حلقة ابدالية . Rإذن 

 .   2R×2أوجد مركز الحلقة  .165

)=Aليكن  الحل:ً
r1 r2
r3 r4

)∈ C(R2×2)  .لكل   إذن(
x1 x2
x3 x4

)∈ R2×2 يكون 

 A(
x1 x2
x3 x4

) = (
x1 x2
x3 x4

) A 

 إذن

,           4r 2+ x 2r 1= x 4x 2+ r 2x1 r,                 3r 2+ x 1r 1= x 3x 2+ r 1x1 r 

.               4r 4+ x 2r 3= x 4x 4+ r 2x 3r    ,              3r 4+ x 1r 3= x 3x 4+ r 1x 3r                

 تكون في الصورة A. إذن المصفوفة  r 1,  r  0=  3= r 2r =4ينتج من هذة المعادلات أن  
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       A=(
r 0
0 r

)   .   r ∈R  

 إذن

C(R2×2) =  {(
r 0
0 r

)  |r ∈R }   

 ة . برهن أن المجموع n ∈ Nحلقة ، وليكن  Rليكن  .166

  S = { x ∈ R | n x = 0 } 

 . Rتكون حلقة جزئية من 

 . لاحظ أن  S = { x ∈ R | n x = 0 }. ليكنn ∈ Nًحلقة ، وليكن  Rليكن الحل:ً

(n      )مرةn x = x + x + … + x    لكل ، x ∈ R.  لاحظ أنS ⊆ R .  ليكنx,y ∈ S  .

 . لكن  n x = 0 , n y = 0إذن                                 

n (x y) = x y + ⋯+ x y⏟          

n مرة 

 

           = (x + ⋯+ x)⏟          y

n مرة 

 

               = (n x) y  = 0 y  = 0   

 . كذلك x y ∈ Sإذن  

                                   (n      )مرةn (x – y) = (x – y) + (x – y) + … + (x – y)  

                = (x + ⋯+ x)⏟        
n مرة 

 - (y +⋯+ y)⏟        
n مرة 

  

                =  n x – n y  = 0 

 . Rتكون حلقة جزئية من  S. إذن  x – y ∈ Sإذن  

 برهن أن المجموعة ، ابدالية حلقة Rليكن  .167

} = 0 nxs. t.    ∃ n ∈ 𝐍|   R ∈S = { x  

 . Rتكون حلقة جزئية من 

 S، فإن  S = {0}إذا كان .  S ⊆ Rأن  لاحظ كذلك.   ∅ ≠ Sإذن  . S ∋ 0 لاحظ أنالحل:ً

هو أصغر n ∈ Nً، وليكن  x ∈ Sليكن .  S| > 1|لذلك نفرض أن  . Rتكون حلقة جزئية من 

. إذن يوجد   S ∈x,y. ليكن  S ∈ nx, … ,  3, x 2x , xإذن   . nx  =0عدد طبيعي بحيث 

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



150 
 

N ∈m,n ً 0بحيث=  n, y 0=  mx  أن. نفرض mً0 يثهو أصغر عدد طبيعي بح=  mx  ،

 . إذن ny  =0هو أصغر عدد طبيعي بحيث nًوأن 

(x − y)m+n = ∑ (n+m
i
) xm+n−i (−y)im+n

i=0     

، لكل                                    )-(iy  =0. كذلك    = n, … ,  2,  1,  0i  ، لكل i-m+nx   =0لكن  

m+n, … ,  2+n,  1+ni =  .   0إذن = m+ny) –(x   إذن .S ∈y  –x   ليكن .              

k = l.c.m. (m,n) .  إذن يوجدa,b ∈ Nً  بحيث ،k = m a  ,  k = n b  إذن . 

 ky k= x k(x y)حلقة ابدالية(        R)لأن   

 b ny a  mx=            

b)n(y a)m(x=            

          = 0 

 . R تكون حلقة جزئية من Sإذن .  x y ∈ Sإذن  

 برهن أن  .168

 S =  {(
x + y y
−y x) |x,y ∈Z} 

 .  2Z  ×2 تكون حلقة جزئية من الحلقة 

 ليكن الحل:ً

S =  {(
x + y y
−y x) |x,y∈Z}  

 حيث  A , B ∈ Sليكن 

A = (
x + y y
−y x)    ,   B = (

a + b b
−b a

) 

 . 2Z  ×2 تكون حلقة جزئية من الحلقة  S. إذن   S ∈B , A B  –Aإذن من الواضح أن  

 برهن أن .169

S =  {(
x y √3

−y √3 x
) |  x . y ∈ 𝐑} 
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 . 2R×2تكون حلقة جزئية من الحلقة  

 ليكنالحل:ً

S =  {(
x y √3

−y √3 x
) |  x . y ∈ 𝐑} 

 ليكن 

(
x y √3

-y √3 x
)  , (

x y √3

-y √3 x
)  ∈ S    

 نضع 

A = (
x y √3

-y √3 x
)  .  B = (

x' y' √3

-y' √3 x'
)    

 إذن  

A – B = (
x − x′ (y-y') √3

-(y - y') √3 x − x′
) ∈ S    , 

A B = (
x x' - 3y y' (x y' + x' y)√3

-(x y' + x' y)√3 x x' - 3y y')
)  ∈ S 

 . 2R×2تكون حلقة جزئية من الحلقة   Sإذن 

، ثم اذكر الحلقات الجزئية التي تحتوي     16Zأوجد كل الحلقات الجزئية من الحلقة  .170

 محايد .

تكون دائرية لأن  nZزمرة جزئية من تكون حلقة جزئية ، وكل  nZئية من كل زمرة جزالحل:ً

nZ  16الحلقة ( . إذن الحلقات الجزئية من 1̅زمرة دائرية )مولدة بـZ : هي 

{0̅} . 𝑍16 = 〈1̅〉 =  〈3̅〉 =  〈5̅〉 =  〈7̅〉 =  〈9̅〉 =  〈11̅̅̅̅ 〉 = 〈13̅̅̅̅ 〉 =  〈15̅̅̅̅ 〉 .  

〈2̅〉 =  {0̅. 2̅ . 4̅ . 6̅ . 8̅ . 10̅̅̅̅  . 12̅̅̅̅  . 14̅̅̅̅  }  . 

〈4̅〉 =  {0̅. 4̅ . 8̅ . 12̅̅̅̅  }   . 

〈6̅〉 =  {0̅. 6̅ . 12̅̅̅̅  . 2̅ . 8̅ . 14̅̅̅̅  . 4̅ . 10̅̅̅̅ }   . 

〈8̅〉 = {0̅ . 8̅}   . 

〈10̅̅̅̅ 〉 =  {0̅ . 10̅̅̅̅  . 4̅ . 14̅̅̅̅  . 8̅ . 2̅ . 12̅̅̅̅  . 6̅}   . 
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〈12̅̅̅̅ 〉 =  {0̅ . 12̅̅̅̅  . 8̅ . 4̅}   . 

〈14̅̅̅̅ 〉 =   {0̅ . 14̅̅̅̅  . 12̅̅̅̅  . 10̅̅̅̅  . 8̅ . 6̅ . 4̅ . 2̅} 

 . 1̅هي الحلقة الجزئية الوحيدة التي تحتوي محايد )ضربي( وهو  16Zبالتالي يتضح أن 

عملية الفرق المتماثل على مجموعة القوى  مجموعة غير خالية ، وليكن  Xليكن  .171

P(X)  اثبت أن .(P(X) ,  , ) . تكون حلقة ابدالية تحتوي محايد 

 تعرف كما يلي: P(X)موعة القوى عملية الفرق المتماثل على مجالحل:ً

A  B = (A \ B)  (B \ A)    , ∀ A,B ∈ P(X) 

 بما أن .  A ∈ P(X)تكون عملية دامجة . ليكن   من السهل اثبات أن

A  ∅ = (A\ ∅ )  (∅ \ A) = A  ∅ = A  ,  

∅  A = (∅ \ A)  (A \ ∅ ) = ∅  A = A 

 ما أن . وب يكون عنصر محايد للعملية   ∅ فإن 

A  A = (A \ A)  (A \ A) = ∅                                                                             

        . إذن Aهو  لة معكوس بالنسبة للعملية  A، أي أن  نفسةل ا  يكون معكوس Aفإن ، 

(P(X) , )    تكون زمرة . لاحظ أنA  B = B  A   ,  ∀ A,B ∈ P(X)   إذن .

(P(X) , ) تكون زمرة ابدالية . من السهل اثبات أن     تكون عملية دامجة على المجموعة

P(X)    ليكن .A,B,C ∈ P(X) إذن . 

A  (B  C) = A  ( (B \ C)  (C \ B) ) 

                     = (A  (B \ C))  (A  (C \ B))  , 

(A  B)  (A  C) = ((A  B) \ (A  C))  ((A  C) \ (A  B)) 

 لكن 

A  (B \ C) = (A  B) \ (A  C)  , 

A  (C \ B) = (A  C) \ (A  B)  

 إذن  

 A  (B  C) = (A  B)  (A  C) 

 العملية عملية ابدالية ، فإن  . وبما أن  تكون موزعة شماليا  بالنسبة للعملية  إذن العملية 

 تكون حلقة ابدالية . وبما أن  (P(X) ,  , ). إذن  ا  بالنسبة للعملية تكون موزعة أيضا  يميني
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 X  A = A  X = A 

 . X هو تكون حلقة ابدالية تحتوي على محايد بالنسبة للعملية  (P(X) ,  , )فإن ، 

هى زمرة كلين الرباعية  G، حيث  group ring(  (G)2Z(اذكر عناصر حلقة الزمرة  .172

ير عملتي الجمع والضرب في هذة الحلقة على عنصرين غير المحايد الجمعي ، ثم أوجد تأث

 والمحايد الضربي . 

العنصر المحايد . بما  وه eهى زمرة كلين الرباعية ، حيث  G = {e , a , b , c}ليكن الحل:ً

 ، فإن 2Z } =0  ,1{أن  

Z2(G) = {0 , 1e + 1a + 1b + 1c , 1a + 1b + 1c , 1e + 1a + 1b ,  

                1e + 1a + 1c , 1e + 1b + 1c , 1e + 1a , 1e + 1b , 1e + 1c , 

                1a + 1b , 1a + 1c , 1b + 1c , 1e , 1a , 1b , 1c} 

(1b + 1c) + (1e + 1a + 1c) = 1e + 1a + 1b + (1 + 1) c  

                                          = 1e + 1a + 1b + 0c 

                                          = 1e + 1a + 1b 

(1b + 1c) (1e + 1a + 1c) = (1b)(1e) + (1b)(1a) + (1b)(1c) + 

                                          (1c)(1e) + (1c)(1a) + (1c)(1c) 

                                       = (1.1)(be) + (1.1)(ba) + (1.1)(bc) + 

                                          (1.1)(ce) + (1.1) (ca) + (1.1)(cc) 

                                       = 1b + 1c + 1a + 1c + 1b + 1e 

                                       = 1e + 1a + (1 + 1)b + (1 + 1)c 

                                       = 1e + 1a + 0b + 0c 

                                       = 1e + 1a 

 ، بحيث  f : R → [0,1]حلقة ، وليكن  Rليكن  .173

f(x – y)  Min(f(x) , f(y))   ,   f(x y)  Min(f(x) , f(y))  ,  ∀ x,y ∈ R 

 اثبت أن المجموعة

Im(f) ∈t}  , t  R | f(x)  ∈= {x  tf   

 . Rكون حلقة جزئية من ت
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 ، بحيث f : R → [0,1] حلقة ، وليكن  R ليكنالحل:ً

          f(x – y)  Min(f(x) , f(y))   ,   f(x y)  Min(f(x) , f(y))  ,  ∀ x,y ∈ R 

.  Rتكون حلقة جزئية من  t} R | f(x)  ∈= {x  tf. نبرهن أن المجموعة   Im(f) ∈tوليكن 

. ليكن  tf  ≠∅ . إذن   tf ∈x. إذن  f(x) = tبحيث    R ∈xفإنة يوجد ،   Im(f) ∈tبما أن 

tf ∈x,y  إذن . 

f(x – y)  Min(f(x) , f(y))  t   ,    f(x y)  Min(f(x) , f(y))  t 

 . Rتكون حلقة جزئية من  tf. إذن   tf ∈y , x y  –xإذن 

ً       Homomorphisms of ringsً-التشاكلاتًالحلقيةًً   

.                                                                                  R ∋ 1حلقة ، وليكن  Rليكن  .174

 . اثبت أن  x,y ∈ Rلكل  x  y = x + y + 1، بحيث    : R × R → R)أ(   ليكن 

                                           .                                          Rتكون عملية ثنائية داخلية على 

        . اثبت x,y ∈ Rلكل   x  y = x + y + x y، بحيث    : R × R → R)ب( ليكن 

                                                                            . Rتكون عملية ثنائية داخلية على  أن 

تكون حلقة تحتوي عنصر محايد .                                                 (R ,  , ))ت( اثبت أن 

 تكونان متماثلتين . R , (R ,  , ) )ث( اثبت أن الحلقتان 

 . R ∋ 1حلقة ، وليكن  R = (R , + , . ) ليكنالحل:ً

 )أ( واضح  

 )ب( واضح

من )أ( ينتج أن  . x,y ∈ R لكل x  y = x + y + 1، بحيث    : R × R → Rليكن )ت( 

  تكون عملية ثنائية داخلية علىR فإنة ينتج مباشرة دامجة ، ابدالية و . وبما أن العملية + عملية

. إذن            x,y,z ∈ R. ليكن  R ∋ 1–، فإن  R ∋ 1تكون عملية ابدالية ودامجة . بما أن   أن 

x  – 1 = x ملية هو المحايد الجمعي للع   1 –. إذن ليكن.  – '0 = 1  . نضع                 

x  y = 0'  إذن .x + y + 1 = – 1  إذن .y = – x  – 1 – 1  إذن .                           

x  (– x  – 1 – 1) = 0'  إذن العنصر .– x  – 1 – 1  هو المعكوس الجمعي للعنصرx 

    ليكن( ابدالية . عية )أي بالنسبة للعملية تكون زمرة جم (R , ). إذن  بالنسبة للعملية 
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 : R × R → R   بحيث ،x  y = x + y + x y    لكلx,y ∈ R .  من )ب( ينتج أن 

 . Rتكون عملية ثنائية داخلية على 

x  (y  z) = x  (y + z+ + y z) = x + (y + z+ + y z) + x (y + z+ + y z) , 

(x  y)  z = (x + y + x y)  z = (x + y + x y) + z + (x + y + x y) z 

تكون شبة  (R , )تكون دامجة . إذن  . إذن العملية  x  (y  z) = (x  y)  zإذن  

 ( . كذلكزمرة ضربية )أي بالنسبة للعملية 

x  (y  z) = x + (y  z) + x (y  z)  

                    = x + y + z + 1 + x (y + z + 1)  , 

(x  y)  (x  z) = (x + y + x y)  (x + z + x z) 

                             = x + y + x y + x + z + x z + 1 

 إذن 

 x  (y  z) = (x  y)  (x  z)  

 بالمثل يمكن اثبات أن

(y  z)  x = (y  x)  (z  x) 

 (R ,  , ). إذن  بة لعملية الجمع تكون موزعة شماليا  ويمينيا  بالنس إذن عملية الضرب 

عنصر اليكون  0، فإن العنصر  x ∈ Rلكل  x  0 = 0  x = x. وبما أن  تكون حلقة

 .  (R ,  , )( في الحلقة ضربي )أي بالنسبة للعملية المحايد ال

ليكن      . x ∈ Rلكل  f(x) = x – 1، بحيث   f : (R , + , .) → (R ,  , ))ث( ليكن

x,y ∈ R  . إذن 

f(x) = f(y)    x – 1 = y – 1    x = y 

يكون  f، فإن  x ∈ R، لكل  f(x + 1) = xوبما أن  .ومتباين معرفا  جيدا   يكون تطبيق fإذن 

 . إذن x,y ∈ Rليكن  شامل .

f(x + y) = x + y – 1  ,   f(x)  f(y) = f(x) + f(y) + 1 =  x + y – 1 

 . كذلك x,y ∈ R، لكل  f(x + y) = f(x)  f(y)إذن  

f(x y) = x y – 1  ,   

f(x)  f(y) = f(x) + f(y) + f(x) f(y) 

                  = x – 1 + y – 1 + (x – 1)(y – 1) 

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



156 
 

                  = x y – 1  

تقابل )أي  fيكون تشاكل حلقي . وبما أن  f. إذن  x,y ∈ R، لكل  f(x y) = f(x)  f(y)إذن  

 يكون تماثل حلقي . fمتباين وشامل( ، فإن 

 برهن أن .175

(1̅، بحيث     : nZ→  mZfيوجد تشاكل حلقي      =  1̅(f , n m     n | m 

(1̅يكون تشاكل حلقي وأن    : nZ→  mZf( نفرض أن ) الحل: =  1̅(f , n m   إذن .

0̅) =  0̅(f  إذن في .nZ يكون  m̅ = f(m̅)= 0̅   إذن .(mod n) 0 m   إذن .n | m  . 

(  نفرض أن )n | m  ليكن .nZ→  mZf :    بحيث ،x̅) =  x̅(f    لكلmZ x̅ . إذن  ∋

1̅) =  1̅(f  ليكن .mZ x̅ . y̅ . ليكن  m = n aبحيث   N ∈a، فإنة يوجد  n | mن . بما أ ∋

x̅ = y̅  إذن .x  y (mod m)  إذن .m | x – y   إذن .n | x – y   إذن .x  y (mod n)  .

جيداً . ولكل            يكون تطبيق معرف f. إذن  f(x̅) =  x̅ =  y̅ = f(y̅)يكون   nZإذن في 

mZ x̅ . y̅  يكون  ∋

  f(x̅ + y̅) =  x̅ + y̅ = f(x̅) + f(y̅)  . 

  f(x̅ y̅) =  x̅  y̅ = f(x̅) f(y̅)  

 يكون تشاكل حلقي . fإذن 

 . 4Zإلى  4Zأوجد كل التشاكلات الحلقية من  .176

 تشاكل حلقي يجب أن يحقق الشرطين  fتطبيق . لكي يكون   : 4Z→  4Zfليكن الحل: 

 f(m̅+ n̅)=f(m̅)+f(n̅)    ,    f(m̅ n̅)=f(m̅) f(n̅)     ,  ∀ m̅ , n̅ ∈ Z4     

 . إذن       ord(f(1̅)) = 4ليكن  .  n̅ ∈ Z4يحقق هذين الشرطين . ليكن  fلذلك نفرض أن 

 1̅=  1̅)(f  إذن .n̅=  n̅)(f  4، لكلZ ∈ n̅  .  في هذة الحالةf  ، يحقق الشرطين السابقين

، حيث   f , gهما   4Zإلى   4Zإذن يوجد تشاكلين حلقيين فقط من  وبالتالي يكون تشاكل حلقي .

n̅=  n̅)(g,    0̅=  n̅)(f  4لكلZ ∈ n̅ . 

 . Zإلى  Zأوجد كل التشاكلات الحلقية من  .177
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 يكون   m,n ∈ Zإذن لكل  تشاكل حلقي . f : Z → Zليكن الحل: 

 (m           )مرةf(m) = f(1 + … + 1)            

(m مر      )ة        = f(1) + … + f(1) 

        = m f(1)    , 

f(m n) = f(m) f(n) = (m f(1)) (n f(1)) = m n f(1) f(1) 

 f(1) = 0. إذن   f(1) ∈ Z. لكن  f(1) = f(1) f(1). إذن  m n f(1) = m n f(1) f(1)إذن  

، حيث                                    g f ,هما   Zإلى   Z. إذن يوجد تشاكلين حلقيين فقط من  )1f = (1أو  

f(n) = 0  ,  g(n) = n   لكل ،n ∈ Z . 

 . Zإلى  Z × Zأوجد كل التشاكلات الحلقية من  .178

 يكون   Z × Z ∋ (m , n)إذن لكل  تشاكل حلقي . f : Z × Z → Zليكن الحل: 

           f((m , n)) = f(m (1 , 0) + n (0 , 1))            

(m          )مرة                = f((1 , 0)) + … + f((1 , 0)) 

                               (n )مرة                    + f((0 , 1)) + … + f((0 , 1))       

                = m f(1 , 0) + n f(0 , 1)   

 يكون،  Z × Z ∋ (a , b),(m , n)كذلك لكل 

                                                         f((m , n) (a , b)) = f((m , n)) f((a , b))  

 . إذن f((m a , n b)) = f((m , n)) f((a , b))إذن 

m a f((1 , 0)) + n b f((0 , 1))  

       = (m f((1 , 0)) + n f((0 , 1)) (a f((1 , 0)) + b f(0 , 1)) 

 . إذن  f((1 , 0)) = x  ,  f((0 , 1)) = yنضع  

(m a) x + (n b) y = (m x + n y) ( a x + b y) 

 . إذن  f((0 , 0)) = 0، لأن  x y = 0لاحظ أن 

2+ (n b) y 2(m a) x + (n b) y = (m a) x 

 . أي أن  x y = 0، بحيث    y = 1أو    y = 0كذلك    x = 1أو   x = 0إذن 

(x , y) = (0 , 0)  or  (0 , 1)  or  (1 , 0) 

 ، حيث p 1o , p ,2هي   Zإلى   Z× Zإذن توجد ثلاثة تشاكلات حلقية من 

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



158 
 

Z×  Z ∈(m , n)  ∀((m , n)) = n   , 2((m , n)) = m   ,  p1o((m ,n)) = 0   ,   p  

 . Z × Zإلى  Z × Zأوجد كل التشاكلات الحلقية من  .179

  Z × Z ∋ (a , b) , (m , n)إذن لكل  تشاكل حلقي .  f : Z × Z → Z × Zليكن الحل: 

 يكون 

           f((m , n)) = f(m (1 , 0) + n (0 , 1)) = m f((1 , 0)) + n f((0 , 1)) 

                = m x + n y 

 . x = f((1 , 0))  ,  y = f((0 , 1))حيث 

 ، فإن f((m , n) (a , b)) = f((m , n)) f((a , b))بما أن  

 f((m a , n b)) = (m x + n y) (a x + b y) 

 إذن

+ (m b + n a) x y 2+ (n b) y 2(m a) x + (n b) y = (m a) x 

 لكن 

x y = f((1 , 0)) f((0 , 1)) = f((1 , 0) (0 , 1)) = f((0 , 0)) = (0 , 0) 

 إذن 

(m b + n a) x y = (0 , 0) 

 إذن 

2+ (n b) y 2(m a) x + (n b) y = (m a) x 

 إذن :

x = (0 , 0)      y = (0 , 0)  or  (0 , 1)  or  (1 , 0)  or (1 , 1)    , 

  x = (0 , 1)      y = (0 , 0)  or  (1 , 0)   , 

x = (1 , 0)      y = (0 , 0)  or  (0 , 1)   ,  

x = (1 , 1)      y = (0 , 0)   .  

 ، حيث 8f, … ,  2, f 1, f 0f هي  Z×  Zإلى  Z×  Zتشاكلات حلقية من إذن يوجد تسعة 

,       ((m , n)) = (n , 0)2((m , n)) = (0 , n)    ,   f1((m , n)) = (0 , 0)   ,   f0f  

,   ((m , n)) = (n , m)5((m , n)) = (0 , m)   ,   f4((m , n)) = (n , n)   ,   f3f  

,  ((m , n)) = (m , m)8f((m , n)) = (m , n)   ,   7((m , n)) = (m , 0)  ,   f6f  

 . Z × Z ∋ (m , n)لكل 
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اذكر أمثلة لتشاكلات حلقية بحيث صورة العنصر المحايد بكل تشاكل منها تساوي  .180

 العنصر محايد .

في التمرين السابق ترسم العنصر المحايد إلى   f 7, f 5, f 3f ,8التشاكلات الحلقية  الحل: 

 العنصر المحايد .

حلقية بحيث صورة العنصر المحايد بكل تشاكل منها لا تساوي  اذكر أمثلة لتشاكلات .181

 العنصر محايد .

في التمرين قبل السابق لا ترسم العنصر المحايد إلى   f 4, f 2, f 1f ,6التشاكلات الحلقية  الحل: 

 العنصر المحايد .

 اثبت أن تحصيل تشاكلات حلقية يكون تشاكل حلقي . .182

 يكون  a,b ∈ Rتشاكلين حلقيين . إذن لكل  f : R → S  ,  g : S → Hليكن  الحل: 

gf(a + b) = g(f(a + b)) = g(f(a) + f(b)) = gf(a) + gf(b)   , 

gf(a b) = g(f(a b)) = g(f(a) f(b)) = g(f(a)) g(f(b)) . 

 يكون تشاكل حلقي . gf : R → Hإذن 

 ليكن .183

R =  {(
x y

−y x) | x. y ∈ 𝐑} 

 .  C  R  برهن أن

)مجموعة الأعداد المركبة( تكون حلقة ابدالية غير منتهية وتحتوي محايد  Cن لاحظ أالحل: 

كما في حل تمرين يتي جمع وضرب الأعداد المركبة . ( بالنسبة لعمل1)وهو العدد الصحيح 

( ابدالية غير منتهية 2R×2تكون حلقة )جزئية من الحلقة  R( يمكن اثبات أن المجموعة 168)

( بالنسبة لعمليتي جمع وضرب 2×2و مصفوفة الوحدة من الدرجة وتحتوي عنصر محايد )وه

 تكونان متماثلتين . ليكن C , R. والآن نبرهن أن الحلقتين  2 × 2المصفوفات من الدرجة 

f : C → R  بحيث ، 

      f(x+iy) = (
x y
-y x)       , ∀  x+iy ∈ C 
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 . إذن a+ib , x+iy ∈ Cليكن 

f((a+ib) + (x+iy)) = f((a+x)+i(b+y)) 

                             = (
a+x b+y

-(b+y) a+x
) 

                             = (
a b

-b a
) + (

x y

-y x) 

                             = f(a+ib) + f(x+iy)   , 

f((a+ib) (x+iy)) = f((ax – by)+i(bx+ay))   

                         = (
ax − b𝑦 bx + ay

−(bx + ay) ax − by
) 

                         = (
a b
-b a

) (
x y
-y x) 

                         = f(a+ib) f(x+iy)  . 

يكون تماثل  fيكون متباين وشامل )أي تقابل( إذن  fيكون تشاكل حلقي . من الواضح أن  fإذن 

 . C  Rحلقي . أي أن  

 حلقة ، وليكن Rليكن  .184

                                                 } f يكون تشاكل زمري End(R) = {f : R → R  | 

                                                                               تكون حلقة .  End(R)برهن أن )أ(    

. اثبت   R ∈xلكل  r xf(x) = rبحيث   R→ f : R rعنصر ثابت ، وليكن    R ∈r)ب(  ليكن 

. هل    End(R)تكون حلقة جزئية من الحلقة  } = R } ∈f  | r r S، وأن  End(R) ∈f rأن  

S ≅ R  ؟  

كما يلي . ليكن                   End(R)رب . على المجموعة نعرف عملية جمع + وعملية ضالحل:  

f,g ∈ End(R) وليكن ، 

    (f + g)(x) = f(x) + g(x)   ,   (f . g)(x) = f (g(x))   ,  ∀ x ∈ R . 

. للسهولة نكتب  End(R)من السهل اثبات أن هاتين العمليتين معرفتين جيداً على المجموعة 

.                                                                                      f . gبدلاً من  f gعادة 

 ، وليكن f,g,h ∈ End(R)ليكن بالنسبة لهاتين العميلتين .  تكون حلقة End(R))أ( نبرهن أن 

x,y ∈ R إذن . 
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(f + g)(x + y) = f(x + y) + g(x + y) 

                      = f(x) + f(y) + g(x) + g(y) 

                      = (f(x) + g(x)) + (f(y) + g(y)) 

                      = (f + g)(x) + (f +g)(y) 

 تكون مغلقة بالنسبة للعملية + . كذلك End(R). إذن  f + g ∈ End(R)إذن 

(f + (g + h))(x) = f(x) + (g + h)(x) = f(x) + (g(x) + h(x))  

                         = (f(x) + g(x)) + h(x) = (f + g)(x) + h(x) 

                         = ((f + g) + h)(x) 

تكون  Rتكون عملية دامجة . وبما أن عملية الجمع + على  End(R)إذن عملية الجمع + على 

 ابدالية ، فإن

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x) 

 تكون عملية End(R). إذن عملية الجمع + على  f , g ∈ End(R)، لكل  f + g = g + fإذن  

هو العنصر المحايد  0، حيث  x ∈ Rلكل  o(x) = 0، معرف بـ   o ∈ End(R)ابدالية . ليكن 

 يكون f ∈ End(R)  , x ∈ R. إذن لكل   Rالجمعي في 

 (o + f)(x) = o(x) + f(x) = 0 + f(x) = f(x) 

يكون العنصر المحايد الجمعي في  o. إذن   f ∈ End(R)، لكل o + f = f + o = fإذن 

End(R)  لكل .f ∈ End(R)     نعرف-f : R → R    بـ ،-f(x) = -(f(x))  لكلx ∈ R  .

 . بما أن   f ∈ End(R)-من السهل اثبات أن 

 (-f + f )(x) = (-f )(x) + f(x) = -(f(x)) + f(x) = 0 = o(x) 

 fهو المعكوس الجمعي لـ   f-( )لأن + عملية ابدالية( . إذن f ) + f = f + (-f ) = o-إن ف ،

 تكون زمرة جمعية ابدالية . كذلك لكل  End(R). إذن  End(R)بالنسبة لعملية الجمع + على 

f,g ∈ End(R)  ،ل ولكx,y ∈ R   يكون 

f g(x + y) = f (g(x + y)) = f (g(x) + g(y)) = f (g(x)) + f (g(y))  

                = f g(x) + f g(y) 

 . End(R)تكون مغلقة بالنسبة لعملية الضرب . على  End(R). إذن  f g ∈ End(R)إذن 

 يكون   x ∈ Rل ولك،  f,g,h ∈ End(R) ولكل 

(f (g h))(x) = f (g h(x)) = f (g(h(x)) = (f g)(h(x)) = ((f g) h)(x)  
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 End(R) تكون دامجة . إذن  End(R)ن عملية الضرب . على . إذ  f (g h) = (f g) hإذن 

 يكون   x ∈ Rل ولك،  f,g,h ∈ End(R) تكون شبة زمرة ضربية . كذلك لكل 

(f (g + h))(x) = f ((g + h)(x)) = f (g(x) + h(x)) = f (g(x)) + f (h(x)) 

                     = f g(x) + f h(x) = (f g + f h)(x) 

تكون  End(R). إذن في f = g f + h f (g + h) . بالمثل يكون  f (g + h) = f g + f hإذن  

تكون حلقة بالنسبة  End(R)عملية الضرب موزعة شمالياً ويمينياً بالنسبة لعملية الجمع . إذن 

تحتوي على عنصر محايد  End(R)لعمليتي الجمع والضرب السابق تعريفهما علية . لاحظ أن 

  . r ∈ Rلكل  i(r) = r، حيث  i : R → Rيق الوحدة  )ضربي( وهو تطب

. نبرهن   R ∈xلكل  f(x) = r xrبحيث   R→ f : R rعنصر ثابت ، وليكن    R ∈rليكن )ب( 

،  S ∈f rيكن . ل End(R)تكون حلقة جزئية من الحلقة  } = R } ∈f  | r r Sأن المجموعة 

 . إذن x,y ∈ Rوليكن 

(y)f r(x) + ff (x + y) = r (x + y) = r x + r y = r r 

 .  End(R) ⊆S. إذن   End(R) ∈f r. إذن  Rإلى  Rيكون تشاكل زمري من  frإذن 

. ليكن  End(R)تكون حلقة جزئية من الحلقة  } = R } ∈f  | r r S الآن نبرهن أن المجموعةو

S ∈f sf , r  .إذن 

f (x)s)-(rs) x =  -s x) = (r  -r x + (=  f )(x)s -f(x) + (r = f )(x)s -f r( 

 . كذلك  End(R) ∈f s -f r. إذن   fs)-(r =  fs -f r إذن 

f (x)r sf (s x) = r (s x) = (r s) x = rf (x)) = sf (rf)(x) = s f r( 

. وبما  End(R)لقة جزئية من الحلقة تكون ح S . إذن End(R) ∈f sf r. إذن  fr sf = sf rإذن  

، أي أن  f = i1لاحظ أن  . Sيكون عنصر محايد ضربي في  f1، فإن  frf = 1f r f = rf 1أن  

بحيث       θ : R → S. ليكن  End(R)يساوي العنصر المحايد في  Sالعنصر المحايد في 

frr) = θ(  لكل ،R ∈r  إذن . 

  s)θ(= r) θ(     fs f  = r  r = s    

يكون   θيكون شامل أيضاً . إذن  θيكون تطبيق معرف جيدا ومتباين . ومن الواضح أن   θإذن

 . إذن r,s ∈ Rيكون تشاكل حلقي . ليكن   θتقابل . نبين فيما يلي أن

f  = θ(r)  θ(s)sf  rf  = r sθ(r s) =    f  = θ(r) + θ(s)  ,sf + rf  = r + sθ(r + s) =  

 .  S ≅ Rيكون تماثل حلقي . أي أن  θل حلقي وتقابل . إذن يكون تشاك θإذن 
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 غير متماثلتين .  Q , Rثبت أن الحلقتين ا .185

، بحيث       x ∈ Q، فإنة يوجد  3 ∈ Rتماثل حلقي . بما أن  ϕ : Q → Rليكن  الحل: 

3x) = (ϕ  لأن(ϕ  إذن . )3شامل) = 2x(ϕ  لأن(ϕ  وبما أن . )تشاكل حلقيϕ  تشاكل حلقي

 2x  =3متباين . إذن  ϕ. ولكن  2x(ϕ = (ϕ)3(. إذن  ϕ)3 = (3. إذن  ϕ)1 = (1شامل ، فإن 

لا يمكن أن يكون تماثل حلقي . إذن  ϕ. إذن  2x  =3، بحيث   Q ∈x. لكن لا يوجد  Qفي 

رض . نف 2x  =3، بحيث   Q ∈xغير متماثلتين . فيما يلي نثبت أنة لا يوجد   R, Qالحلقتان 

في  b / a. نفرض أن الكسر  2b / 2a  =3، بحيث  Q ∈b  / aالعكس ، أي نفرض أنة يوجد 

.  2a|  3. إذن   2b 3=  2a. إذن   a , bهو القاسم المشترك الوحيد لـ  1أبسط صورة ، أي أن 

. إذن      2c 3=  2b. إذن   2c 9=  2b 3. إذن    = c 3a، بحيث    Z ∈c. إذن يوجد   a|  3  إذن

2b|  3  إذن .b|  3   إذن .| b 3a , |  3  قاسم مشترك لـ  3، أي أنa , b  لكن هذا يتناقض مع .

 . 2x  =3، بحيث   Q ∈xفي أيسط صورة . إذن لا يوجد  b / aالفرض بأن 

 غير متماثلتين . R , Cاثبت أن الحلقتين  .186

، بحيث          x ∈ Rيكون شامل . إذن يوجد  ϕتماثل حلقي . إذن   ϕ : R → Cليكنالحل: 

x) = i(ϕ  حيث(1-i =   إذن . )1-) = 2x(ϕ  لأن(ϕ  وبما أن . )تشاكل حلقيϕ  تشاكل حلقي

يكون متباين  ϕ. لكن  2x(ϕ = (ϕ)-1(. إذن   ϕ)-1 = (-1. وبالتالي  ϕ)1 = (1شامل ، فإن 

 يمكن أن لا ϕ. إذن  2x  =-1، بحيث  R ∈ x. لكن لا يوجد  Rفي   2x  =-1أيضاً . إذن   

 غير متماثلتين . R , Cيكون تماثل حلقي . إذن الحلقتان 

. من السهل  x+iy ∈ Cلكل  ϕ(x+iy) = (x,y)، بحيث   ϕ : C → R × Rليكن  حل آخر: 

لا تماثل  C. إذن  Rلا تماثل   R × R. لكن  C ≅ R × Rيكون تماثل حلقي . إذن  ϕاثبات أن 

R   وفيما يلي نثبت أن .R × R   تماثل لاR   ليكن .: R × R → R θ    تماثل حلقي . إذن

θ(1,1) = 1  إذن . 

 1 = θ(1,1) = θ((0,1) + (1,0)) = θ((0,1)) + θ((1,0))  

 . لكن  a + b = 1. إذن  a = θ((0,1))  ,  b = θ((1,0))نضع 

a b = θ((0,1))  θ((1,0)) = θ((0,1) (1,0)) = θ((0,0)) = 0 
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. إذن       a = 0  ,  b = 1. ليكن  1والآخر يساوي  0يساوي   a , bإذن أحد العددين 

θ((1,0)) = θ((1,1)) (= 1)  لكن .θ  وهذا غير ممكن . إذن  (1,1) = (1,0)متباين . إذن .θ 

 . Rلا تماثل R × R لا يكون تماثل حلقي . إذن  

 متماثلتان ؟     3Z×  2Z,    6Zهل الحلقتان   .187

ينتج مباشرة أن  ) = nZ×  mZ ≅mn Z  ⇔  1(m,n)تنص على )  من المبرهنة التي الحل: 

 متماثلتان .  3Z×  2Z,    6Zالحلقتان  

متماثلتان بدون استخدام   3Z×  2Z,    6Z(  يمكن أيضاً اثبات أن الحلقتان  1) ملحوظة:

 :كما يلي  ) = nZ×  mZ ≅mn Z  ⇔  1(m,n)) المبرهنة  

. 6Z ∈ x̅ ∀,   (1̅، بحيث   3Z×  2Z→  6Z : ϕ  ليكن 1̅))( x) = x̅(ϕ  من السهل اثبات أن . 

ϕ  . يكون تماثل حلقي 

يكون تشاكل حلقي ، فمثلاً             3Z×  2Zإلى  6Z( لاحظ أنة ليس كل تشاكل زمري من 2)

3Z×  2Z→  6Z θ : ،   6حيثZ ∈ x̅ ∀,   (1̅ . 2̅))( x) = x̅(θ  لا يكون تشاكل حلقي

 بالرغم من أنة تشاكل زمري . 

 ليكن .188

R =  {(
x y 
0 z

) |  x . y. z ∈ 𝐑} 

 تكون حلقة بالنسبة لعمليتي جمع وضرب المصفوفات . R)أ(    اثبت أن 

 ، بحيث  f : R → Zليكن   )ب(

f ((
x y
0 z

)) = x  , ∀  (
x y
0 z

) ∈ R  

 يكون تماثل حلقي ؟ fوهل  يكون شامل fهل .  Ker(f)يكون تشاكل حلقي ، ثم أوجد  fاثبت أن 

 ليكن الحل: 

 R =  {(
x y 
0 z

) |  x . y. z ∈ 𝐑}  

 Rب المصفوفات . لاحظ أن تكون مغلقة بالنسبة لعمليتي جمع وضر R)أ(  من السهل اثبات أن 

 . ليكن 2Z  ×2تكون مجموعة جزئية من الحلقة 
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 A = (
x y
0 z

) ∈ R  ,  B = (
a b
0 c

) ∈ R    

 تكون حلقة .  R. إذن  2Z  ×2تكون حلقة جزئية من الحلقة  R. إذن   R ∈B , A B  –Aإذن 

 ، بحيث  f : R → Zليكن   )ب(

f ((
x y
0 z

)) = x  , ∀  (
x y
0 z

) ∈ R  

 جيداً . ليكن معرف يكون تطبيق fلاحظ أن 

 A = (
x y
0 z

) ∈ R  ,  B = (
a b
0 c

) ∈ R    

.  f(A + B) = f(A) + f(B). إذن   f(A + B) = x + a  ,  f(A) + f(B) = x + aإذن  

يكون  f. إذن  f(A B) = f(A) f(B). إذن  f(A B) = x a  ,  f(A) f(B) = x aكذلك  

 ما أنتشاكل حلقي . ب

A ∈ Ker(f )  ⇔  f(A) = 0  ⇔  x = 0 

 فإن 

Ker(f ) =  {(
0 y 
0 z

) |  y. z ∈ 𝐑} 

 إذن 

Ker(f ) ≠ {(
0 0
0 0

)} 

، لكل    f(C) = x. إذن  x ∈ Zلا يكون تماثل حلقي . ليكن  fلا يكون متباين . وبالتالي  fإذن 

R ∈] ijC = [c    بحيث= x 11c  إذن .f  . يكون شامل 

 ؟ 7Zإلى  24Zكل حلقي شامل من هل يوجد تشا .189

 . إذن                                            )1f = (1تشاكل حلقي شامل . إذن   : 7Z→  24Z f نفرض أن   الحل:

                                                                      f(0) = f(24) = f(1+…+1)مرة(     24)                                                          

             f(1) + … + f(1) =مرة(            24)                                                          

                   1 + … + 1 =مرة(    24)                                                          

         = 24 

         = 3 
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. وهذا غير ممكن . إذن لا يوجد  7Zفي   0  =3تشاكل زمري . إذن  f، لأن  )0f = (0لكن 

 .  7Zإلى  24Zتشاكل حلقي شامل من 

 ؟   11Zإلى  6Zهل يوجد تشاكل حلقي متباين من  .190

       تشاكل زمري ، فإن  fتشاكل حلقي متباين . بما أن   : 11Z→  6Z f نفرض أن الحل: 

0) = 0f(  وبما أن .f 0 متباين ، فإنة يوجد≠ , a  11Z ∈a  بحيث ، ) = a1f(  إذن . 

   f(6) = f(1 + … + 1)مرة(          6)                                                               

  f(1) + … + f(1) =        رة(      م 6)                                                                

  a + … + a = 6a =        مرة(       6)                                                                

. وهذا  6  |11. إذن   = 6ord(a). إذن  11Zفي  0a = 6 . إذن  a6) = 6) = f(0f(=  0إذن  

 .  11Zإلى  6Zي متباين من غير ممكن . إذن لا يوجد تشاكل حلق

 . 3Zلا تماثل الحلقة  2Zاثبت أن الحلقة  .191

 f. بما أن  a ∈ Z، حيث  f(2) = 3a. ليكن  تماثل حلقي   f : 2Z → 3Zنفرض أن الحل: 

 تشاكل زمري ، فإن

f(4) = f(2 + 2) = f(2) + f(2) = 3a + 3a = 3(2a) 

 بالمثل يكون

f(6) = 3(3a)   ,   f(8) = 3(4a)   ,   … 

يكون صورة  3Z ∋ 3شامل ، فإن العنصر  f. بما أن  x ∈ Z، لكل  f(2x) = 3(xa)أي أن  

تشاكل حلقي ، فهو يحفظ  f. وبما أن  a = 1. إذن  3 = (xa)3. إذن  2Zلعنصر ما في في 

. إذن                f((2x) (2y)) = f(2x) f(2y)يكون    x,y ∈ Zعملية الضرب . إذن لكل 

f(2(2xy)) = f(2x) f(2y)   3. إذن(2xy) = 3x × 3y  وهذا غير ممكن .  3 = 2. إذن .

 . 3Zإلى  2Zإذن لا يوجد تماثل حلقي من 

  . n ∈ Z \{1}، لكل   n Zلا تماثل الحلقة  Zاثبت أن الحلقة  .192

 f(m) = m f(1)تشاكل زمري . إذن    f : Z → n Z.  نفرض أن  n ∈ Z \{1}ليكن الحل: 

 x ∈ Z. ليكن  f(1) = n aبحيث   a ∈ Z، فإنة يوجد  f(1) ∈ n Z. بما أن  m ∈ Z، لكل 

 . إذن f(m) = n x، بحيث  m ∈ Z. ليكن  xلا يقسم  aبحيث 
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 n x = f(m) = m f(1) = m n a   

لا   n x ∈ n Z. إذن العنصر  xلا يقسم  a. لكن هذا يتناقض مع الفرض بأن   xيقسم  aإذن 

 aشامل يجب أن يقسم  fلا يكون شامل . ولكي يكون  f. بالتالي  Zي يكون صورة لأي عنصر ف

يكون تشاكل زمري شامل . إذن  fو  f(1) = n. وبالتالي  a = 1. إذن  x ∈ Zكل عنصر 

f(m) = m n   لكل ،m ∈ Z  إذن .f  يكون متباين . إذنf  يكون تقابل . إذنf  يكون تماثل

 نة لا يحفظ عملية الضرب لأن:لا يكون تشاكل حلقي ، لأ fزمري . لكن 

 ، فإن   m,m' ∈ Zإذا كان 

  f(m m') = m m' n   ,   f(m) = m n   ,  f(m') = m' n 

 .  f(m m') ≠ f(m) f(m')  , ∀ m , m' ∈ Z \ {0}وبالتالي 

 . n ∈ Z \{1}، لكل   n Zلا تماثل الحلقة  Zإذن الحلقة 

تحتوي على مثاليات عير بديهية . اثبت أن  لا  (Boolean ring)حلقة بولينية  Rليكن  .193

2Z ≅R  . 

تكون حلقة ابدالية  Rحلقة بولينية ، فإن  Rتكون حلقة بولينية . بما أن  2Zلاحظ أولاً أن الحل: 

المولد بـ  )المثالي الرئيس < x >. إذن  x ≠ 0 , x ≠ 1، بحيث  x ∈ Rوتحتوي محايد . ليكن 

x يكون مثالي في )R  بما أن .R  1ابدالية و ∈ R   فإن ،< x > = R x  إذن ينتج من الفرض .

. إذا كان                      R x = Rأو    R x = {0}، أن  لا تحتوي على مثاليات غير بديهية  Rبأن 

R x = {0}  فإن ،x = 0  وهذا يتناقض مع الفرض بأن .x ≠ 0  وإذا كان .R x = R  فإنة ،

حلقة  Rلة معكوس ضربي . وبما أن  yو   x = y 2y . إذن   = y x 1، بحيث   R ∈yيوجد 

. إذن  x  ≠1. وهذا يتناقض مع الفرض بأن   = 1x. إذن  y x = y. إذن  y 2y =بولينية ، فإن 

}1,  0R = {  2. إذنZ ≅R  . 

   ؟ Q[3]تماثل الحلقة  Q[2]هل الحلقة  .194

. وبالتالي  f(1) = 1مل . إذن تشاكل حلقي شا   f : Q[2] → Q[3]نفرض أن الحل : 

f(2) = 2  إذن .f(2) f(2) = f(2) = 2 بما أن .f(2) ∈ Q[3]    فإنة يوجد ،a,b ∈ Q  

 . إذن f(2) = a + b 3بحيث 

  23)2) = (a + b 2) f(f(=  2  

3+ 2 a b  2+ 3 b 2a=      
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 . إذن   a b ≠0 . لكن هذا غير ممكن . إذن 2b 3+  2a  =2، فإن   = 0a bإذا كان  

Q ∈) / (2 a b)  23 b – 2a –3 = (2  

إلى  Q[2]. إذن لا يوجد تشاكل حلقي شامل من الحلقة  3  Qلكن هذا يتناقض مع كون 

 . Q[3]لا تماثل الحلقة  Q[2]الحلقة . إذن  Q[3]الحلقة 

لقة تحتوي على ح R، فاثبت أن  ch(R) = n > 0. إذا كان  1تحتوي حلقة  Rليكن  .195

 . nZجزئية تماثل 

هو أصغر عدد صحيح موجب  n. إذن  ch(R) = n > 0، وليكن   1تحتوي حلقة  Rليكن الحل: 

تكون حلقة  S. من الواضح أن  S = { m 1  |  m ∈ Z }. ليكن   Rفي   n 1 = 0بحيث 

.  1تحتوي العنصر المحايد  Rهي أصغر حلقة جزئية من الحلقة  S. إذن  Rجزئية من الحلقة 

(m̅، بحيث   S→  nZ:  ϕليكن  = m 1(ϕ   لكلm̅ ∈ 𝐙n   ليكن .a̅ , b̅ ∈ 𝐙n ن. إذ 

a̅ =  b̅  ⇔  a  b (mod n)   

              ⇔  n | a – b  ⇔  a – b = c n  , c ∈ Z   

            ⇔  (a – b) 1 = 0   

              ⇔  a 1 = b 1 

            ⇔  ϕ(a̅) = ϕ(b̅) 

يكون شامل . كذلك لكل                         ϕيكون تطبيق معرف جيداً ومتباين . ومن الواضح أن   ϕن إذ

a̅ , b̅ ∈ 𝐙n    يكون 

  ϕ(a̅+b̅) = ϕ(a+b̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = (a+b) 1 = a 1 + b 1 = ϕ(a̅) + ϕ(b̅)   , 

  ϕ(a̅ b̅) = ϕ(ab̅̅ ̅) = (a b) 1 = (a 1) (b 1) = ϕ(a̅)  ϕ(b̅) . 

  ( .S)وهى  nZتحتوي على حلقة جزئية تماثل  Rيكون تماثل حلقي . إذن  ϕن إذ

يكون  f. من الواضح أن  m ∈ Zلكل   f(m) = m 1بحيث   f : Z → Rليكن حل آخر: 

 . إذن m,m' ∈ Zتطبيق معرف جيداً . ليكن 

f(m + m') = (m + m') 1 = m 1 + m' 1 = f(m) + f(m')  , 

f(m m') = (m m') 1 = (m 1) (m' 1) = f(m)  f(m') . 

 يكون تشاكل حلقي .  fإذن 

Ker(f ) = { m ∈ Z |  f(m) = 0 }  
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            = { m ∈ Z |  m 1 = 0 } 

عدد صحيح موجب هو أصغر  n. لكن  n ∈ Ker(f ). إذن  n 1 = 0، فإن  ch(R) = nبما أن  

، أي أنة يوجد       nيساوي مضاعف ما لـ  m، فإن  m 1 = 0. إذن إذا كان   n 1 = 0بحيث 

c ∈ Z   بحيثm = c n   إذن .Ker(f ) = n Z  إذن ينتج من مبرهنة التماثل الأولى )مبرهنة .

. لاحظ  )Zf (≅ nZ. إذن  nZ ≅ Z/ n  Z. لكن    Zn  /Z ≅ )Zf( التشاكل( في الحلقات أن 

 R. إذن   f(Z) = { m 1 | m ∈ Z })مبرهنة( ، وأن  Rتكون حلقة جزئية من  f(Z)أن 

 .  ( } Z ∈| m  1m {)وهى  nZتحتوي على حلقة جزئية تماثل 

 . Rإلى  Rاثبت أنة يوجد تماثل حلقي وحيد من  .196

تشاكل زمري ، فإن                       f. بما أن  m,n ∈ Zتماثل حلقي . ليكن  f : R → Rليكن  الحل:

f(m) = m f(1)  وبما أن .f يحفظ عملية الضرب ، فإن 

(m n) f(1) = f(m n)  

                 = f(m) f(n)  

                 = (m f(1)) (n f(1)) 

مرفوض ، لأن   )1f = (0. الإحتمال   )1f = (1أو    )1f = (0. إذن  )f( 2))1(f =1(إذن  

f(0) = 0  لأن(f  ولأن )تشاكل زمريf   متباين . إذنf(1) = 1   إذن .f(m) = m     لكل ،

m ∈ Z .  ليكنa / b ∈ Q  بما أن .a,b ∈ Z فإن ، 

 f(a / b) = f(a b-1) = f(a) f(b-1) = f(a) f(b-1) = f(a) (f(b))-1  

             = a b-1 = a / b 

بحيث     ،   y ∈ R. إذن يوجد x ≥ 0، بحيث  x ∈ R. ليكن   x ∈ Q، لكل   f(x) = xإذن  

2x = y إذن . 

  f(x) = f(y2) = f(y) f(y) = (f(y))2 ≥ 0 

 إذن

 x ≥ 0  ⟹  f(x) ≥ 0 

 لأن :  f(x) ≥ f(y)، فإن   x ≥ yبحيث   x,y ∈ Rكذلك إذا كان 

. إذن         f(x) – f(y) ≥ 0. إذن  f(x – y) ≥ 0. إذن  x – y ≥ 0، فإن   x ≥ yبما أن  

f(x) ≥ f(y)  هذا يعني أن .f  يحفظ الترتيب . والآن نبين أنf          يكون متصل أيضاً . ليكن

 > 0   إذن . ∈ R  لكن .f  شامل . إذن يوجد ∈ R   بحيث ،f() =    ليكن .x,y ∈ R ، 
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                يحفظ الترتيب ، فإن f. وبما أن   < x – y <  –. إذن   x – y| < |بحيث  

f(– ) < f(x – y) < f() أي أن .  –  < (f(x) – f(y)) <   إذن .|f(x) – f(y)| <   .

. لاحظ أن  x ∈ R \ Q، لكل  f(x) = x  . أخيراَ نثبت أن (continuous)يكون متصل  fإذن 

Q  تكون مكثفة في كلR  وبالتالي يوجد متسلسلة ،)sequence( عداد كسرية لأ}ix{  بحيث

lim
i→∞

xi = x   بما أن .f  متصل ، فإن 

f( lim
i→∞

xi ) = lim
i→∞

f(xi)  = lim
i→∞

xi = x 

  . x ∈ R، لكل  f(x) = xإذن 

 في الحلقات وبعض الحلقات الخاصةبعض العناصر الخاصة    

. اثبت أن  (idempotent)عنصر متساوي القوى  e ∈ Rحلقة ، وليكن  Rليكن  .197

 . وتحتوي محايد  Rتكون حلقة جزئية من   S = {e x e | x ∈ R}المجموعة  

. ليكن              (idempotent)عنصر متساوي القوى  e ∈ Rحلقة ، وليكن  Rليكن الحل: 

S = {e x e | x ∈ R}  نفرض أن .a,b ∈ S  إذن يوجد .x,y ∈ R                          بحيث

a = e x e , b = e y e إذن . 

a – b = e x e – e y e = e (x – y) e ∈ S 

 . كذلك  x – y ∈ Rلأن 

a b = (e x e) (e y e) = (e x) e2 (y e) = e (x e y) e ∈ S 

 .  R ∈= e  ,  x e y  2eلأن 

 . وبما أن  Rتكون حلقة جزئية من  Sإذن 

e a = e (e x e) = e x e = a   ,   a e = (e x e) e = e x e = a 

 .وتحتوي محايد  Rتكون حلقة جزئية من  Sيكون عنصر محايد ضربي . إذن  e ∈ Sفإن 

تحتوي على الأقل  mnZ. اثبت أن الحلقة  1n) =  , (m، بحيث   N ∈m,n \ }1{ليكن  .198

 على أربعة عناصر متساوية القوى . 

  mnZ ∈ 0̅,1̅لاحظ أولاً أن العنصران   . 1n) =  , (m، بحيث   N ∈m,n \ }1{ليكن الحل: 

 تحتوي عنصران آخران متساويان القوى . mnZيكونان متساويان القوي . لذلك نثبت فيما يلي أن 
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  . لكن m x + n y = 1بحيث    x,y ∈ Z، فإنة يوجد  1 = (m , n)بما أن 

m x + n y = 1  ⟹   1 – m x = n y   ⟹   m – m2 x = m n y  

                           ⟹   m n | m – m2 x   ⟹   m ≡ m2 x (mod m n)   

                           ⟹   m̅ =  m2x̅̅ ̅̅ ̅̅    ⟹   m x̅̅ ̅̅ ̅ =  (m x̅̅ ̅̅ ̅)2   

mnZ ∈ m x̅̅إذن   ̅̅ m x̅̅يكون عنصر متساوي القوى . لاحظ أن    ̅ ̅̅ ̅  ≠   :، لأن   0̅ 

m x̅̅نفرض أن   ̅̅ ̅ = . إذن  n | x. إذن   m n | m x. إذن   m x ≡ 0 (mod m n). إذن   0̅ 

 . إذن  'x = n xبحيث    x' ∈ Zيوجد 

1 = m x + n y = m n x' + n y = n (m x' + y) 

m x̅̅. إذن  n ≠ 1. لكن هذا يتناقض مع الفرض بأن  n = 1إذن  ̅̅ ̅  ≠  0̅  . 

m x̅̅كذلك   ̅̅ ̅  ≠  لأن :.   1̅ 

m x̅̅نفرض أن   ̅̅ ̅ =        . إذن يوجد m n | m x – 1. إذن   m x ≡ 1 (mod m n). إذن   1̅ 

a ∈ Z  ، بحيثm x – 1 = m n a  إذن . m x – m n a = 1 إذن . m (x – n a) = 1  .

m x̅̅ . إذن m ≠ 1. لكن هذا يتناقض مع الفرض بأن  m = 1 إذن ̅̅ ̅  ≠  1̅   . 

 كذلك

m x + n y = 1  ⟹   1 – n y = m x   ⟹   n – n2 y = m n x    

                       ⟹   m n | n – n2 y   ⟹   n ≡ n2 y (mod m n) 

                          ⟹   n̅ =  n2y̅̅ ̅̅ ̅   ⟹   n y̅̅ ̅̅ =  (n y̅̅ ̅̅ )2 

mnZ ∈ n y̅̅إذن   n y̅̅يكون عنصر متساوي القوى . لاحظ أن    ̅̅ ̅̅  ≠   ، لأن :  0̅ 

n y̅̅نفرض أن   ̅̅ = . إذن  m | y. إذن   m n | n y. إذن   n y ≡ 0 (mod m n). إذن   0̅ 

 . إذن 'y = m yبحيث    y' ∈ Zيوجد 

1 = m x + n y = m x + m n y' = m (x + n y') 

n y̅̅. إذن  m ≠ 1. لكن هذا يتناقض مع الفرض بأن  m = 1إذن  ̅̅  ≠  0̅  . 

n y̅̅كذلك   ̅̅  ≠  . لأن :  1̅ 

n y̅̅نفرض أن   ̅̅ =       . إذن يوجد m n | n y – 1. إذن   n y ≡ 1 (mod m n). إذن   1̅ 

b ∈ Z   ، بحيثn y – 1 = m n b    إذن .n y – m n b = 1 إذن . n (y – m b) = 1  .

n y̅̅. إذن  n  ≠1. لكن هذا يتناقض مع الفرض بأن  n  =1 إذن ̅̅  ≠  mnZإذن الحلقة .   1̅ 

 تحتوي على الأقل على أربعة عناصر متساوية القوى .
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 . 0  ,1لا يحتوي على عناصر متساوية القوى غير  nZبحيث ،  nأوجد كل عدد طبيعي  .199

p1 . نضع    n > N  ∈n ,3ليكن الحل: 
r1  p2

r2  … ps
rs=  n  حيث ،sp, … ,  2, p 1p 

. نضع                        < 1s. نفرض أن  N ∈ sr, … ,  2, r 1rأعداد أولية مختلفة ، وحيث 

a = p1
r1   ,  b = p2

r2  … ps
rs    وبالتالي .n = a b  ,  (a , b) = 1  إذن ينتج من تمرين .

. إذن      = 1s. إذن  1̅ , 0̅عناصر متساوية القوى غير  تحتوي على abZ(=  nZ(( أن 819)

rn = p  حيث ،p  عدد أولي وN ∈r   والآن نبين أن الحلقة .Zpr   لا تحتوي على عناصر

.  rx (mod p≡  2x(عنصر متساوي القوى . إذن   Zpr ∈ x̅ليكن  . 1̅ , 0̅متساوية القوى غير 

،  x rp |. إذا كان  x  rp |– 1أو    x rp |. إذن   x , x)– 1 = (1. لكن  x  rp) x |– 1(إذن 

x̅. إذن   r(mod p 0≡ x(فإن   = . إذن   r(mod p 1≡ x(، فإن   x  rp |– 1وإذا كان .  0̅ 

x̅ =  . 1̅ , 0̅لا تحتوي على عناصر متساوية القوى غير  Zprالحلقة . إذن  1̅ 

.  x ∈ Rتحتوي محايد . ليكن  R , Sتشاكل حلقي ، وليكن كل من   f : R → Sليكن  .200

برهن أن                                                                                                          

يكون وحدة .                                           f(x)وحدة ، فإن   xو شامل  fإذا كان   )أ(  

متساوي القوى .                                       عنصر يكون  f(x)متساوي القوى ، فإن  عنصر  xإذا كان   )ب(

                                متلاشي القوى .        عنصر يكون  f(x)متلاشي القوى ، فإن عنصر  x)ت(  إذا كان 

يكون عنصر  f(x)( ، فإن  x ∈ C(R)عنصر مركزي )أي أن  xشامل و  f)ث(   إذا كان 

 مركزي . 

 .  x ∈ Rتحتوي محايد . ليكن  R , Sتشاكل حلقي ، وليكن كل من   f : R → Sليكن الحل: 

وحدة ،  x. وبما أن  f(1) = 1تشاكل حلقي شامل ، فإن  fبما أن  . وحدة xشامل و  f)أ(   ليكن 

 . إذن x للعنصر x-1يوجد معكوس ضربي  فإنة

1 = f(1) = f(x x-1) = f(x) f(x-1) 

 يكون وحدة . f(x)( . إذن x)f-1(لة معكوس ضربي )وهو  f(x)إذن 

.  f(x) 2f(x) = f(x = (2f(x) (f(x)). إذن  x 2x =عنصر متساوي القوى . إذن  x)ب(  ليكن 

 يكون عنصر متساوي القوى .  f(x)إذن 

 . إذن  nx  =0، بحيث    N ∈nعنصر متلاشي القوى . إذن يوجد  x ليكن )ت( 
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 0 = f(0) = f(xn) = (f(x))n 

 يكون عنصر متلاشي القوى . f(x)إذن 

، لكل          x r = r xإذن  . x ∈ C(R)عنصر مركزي . إذن  xشامل ، وليكن  f)ث(  ليكن 

r ∈ R  .  ليكنs ∈ S  بما أن .f  شامل ، فإنة يوجدr ∈ R    بحيثf(r) = s إذن . 

 f(x) s = f(x) f(r) = f(x r) = f(r x) = f(r) f(x) = s f(x) 

 يكون عنصر مركزي . f(x). إذن  f(x) ∈ C(S). إذن   s ∈ S، لكل   f(x) s = s f(x) إذن 

   بحيث  x,y ∈ Rوليكن  . R ∋ 1حلقة ، بحيث  Rليكن  .201

x y + y x = 1  ,   x2 y + y x2 = x  

 . y 2=  1-x يكون وحدة وأن xبرهن أن  

 بحيث  x,y ∈ R. وليكن  R ∋ 1حلقة ، بحيث  Rليكن الحل: 

x y + y x = 1             (1)   

x2 y + y x2 = x           (2) 

من اليمين في  )1(. وبضرب  xy + x y x =  2x  على لنحص xمن الشمال في  )1(بضرب 

x   نحصل على= x 2x y x + y x  . 2إذنy = y x 2x  . من اليمين في  )2(وبضربy 

نحصل على                        yمن الشمال في  )2(. وبضرب  x)y = x y 2y) y + y x 2نحصل على  

) = y x2y + y (y x 2y x  2. لكنy = y x 2x  إذن . 

(x2 y) y = (y x2) y = y (x2 y) = y (y x2) 

 . إذن x y = y xإذن 

1 = x y + y x = x y + x y = x (2 y)  , 

1 = x y + y x = y x + y x = (2 y) x  

.  y 2=  1-x. أي أن   xيكون معوس ضربي لـ  y2. إذن  y + yيرمز للعنصر  y 2لاحظ أن 

 يكون وحدة .  xوبالتالي 

 . برهن أن x,y ∈ Rوليكن  .R ∋ 1بحيث ، حلقة  Rليكن  .202

  y  ⇔   y – x = x y = y x + 1يكون وحدة ومعكوسة الضربي هو  x – 1)أ(     

 يكون وحدة  y x – 1  ⇔يكون وحدة    x y – 1)ب(   
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                                                            . x,y ∈ R، وليكن  R ∋ 1حلقة بحيث  Rليكن الحل: 

 . إذن y + 1وحدة ومعكوسة الضربي هو  x – 1(  ليكن ⟸)أ(   )

1 = (1 – x) (1 + y) = 1 + y – x – x y   ,    

1 = (1 + y) (1 – x) = 1 + y – x – y x  

 . y – x = x y = y xإذن  

 . إذن  y – x = x y = y xليكن   (⟹)

(1 – x) (1 + y) = 1 + (y – x) – x y = 1    , 

(1 + y) (1 – x) = 1 + (y – x) – y x = 1 

 . y + 1يكون وحدة ومعكوسة الضربي هو  x – 1إذن  

، وليكن    Rفي  x y – 1وحدة . إذن يوجد معكوس ضربي للعنصر  x y – 1ليكن   (⟸))ب(  

z إذن . 

(1 – x y) z = 1                   (1)    

 نحصل على   xمن اليمين في  (1)بضرب 

z x –  x y z x = x               (2) 

. إذن                            y z x – y x y z x = y xنحصل على    yمن الشمال في  (2)وبضرب 

(1 – y x) y z x = y x   إذن .(1 – y x) y z x = 1 – 1 + y x  إذن . 

(1 – y x)(1 + y z x) = 1     (3) 

 كذلك

z (1 – x y) = 1                   (1') 

 نحصل على yمن الشمال في  ('1)بضرب 

y z – y z x y = y               (2') 

 نحصل على  xمن اليمين في  ('2)بضرب  ,

y z x – y z x y x = y x 

. إذن                      y x + y z x (1 – y x) = 0 – . إذن    y z x (1 – y x) = y xإذن  

(1 – y x) + y z x (1 – y x) = 1   إذن . 

(1 + y z x) (1 – y x) = 1   (3') 
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.  (y x – 1)يكون معكوس ضربي للعنصر  (y z x + 1)أن العنصر   ('3) , (3)إذن ينتج من 

 يكون وحدة . (y x – 1)إذن العنصر 

 مثل برهان الإتجاة السابق .  (⟹)

                      . برهن أن   y = – yبحيث  x,y ∈ Rليكن و. R ∋ 1حلقة ، بحيث  Rليكن  .203

1 + x  1يكون وحدة ومعكوسة هو + y  ⇔   y – x = x y = y x  

 .   y = – yبحيث  x,y ∈ R. وليكن  R ∋ 1حلقة ، بحيث  Rليكن الحل: 

 . إذنy + 1يكون وحدة ومعكوسة هو  x + 1نفرض أن   (⟸)

1 = (1 + x) (1 + y) = 1 + x + y + x y   ,    

1 = (1 + y) (1 + x) = 1 + x + y + y x  

 .  x y = y xإذن  

. لكن   y + x + y + x y = y. إذن   x + y + x y = 0، فإن  x + y + x y = 1 + 1بما أن 

y + y = 0    من الفرض( . إذن(x + x y = y  إذن .y – x = x y  . 

 . إذن  y – x = x y = y xنفرض أن   (⟹)

(1 + x) (1 + y) = 1 + x + y + x y = 1 + x + y + y x = (1 + y) (1 + x)    

 لكن

(1 + x) (1 + y) = 1 + x + y + x y = 1 + x + y + y – x = 1 

 يكون وحدة . x + 1. إذن x + 1يكون معكوس ضربي للعنصر  y + 1إذن العنصر 

 يكون وحدة أو قاسم للصفر .   nZاثبت أن كل عنصر غير صفري في  .204

x̅، بحيث   nZ ∈ x̅ليكن الحل:   ≠ ليس قاسم للصفر ، ونبرهن أنة وحدة .   x̅. نفرض أن  0̅ 

نفرض عكس  . 1 = (x , n)إذا وفقط إذا كان  (لة معكوس ضربييكون وحدة )أي   x̅لاحظ أن 

. إذن           a > 1 = (x , n). ليكن  1 ≠ (x , n)ليس وحدة . إذن   x̅المطلوب ، أي نفرض أن 

a | x  ,  a | n   إذن يوجد .b , c ∈ N   بحيث ،x = a b  ,  n = a c   إذن .x c = a b c  .

x̅ c̅إذن  .  x c = b nإذن  = c̅. لكن   0̅  ≠ يكون قاسم للصفر ، وهذا يتناقض   x̅  . إذن 0̅ 

 يكون وحدة .  x̅ليس قاسم للصفر . إذن   x̅  مع الفرض بأن

                                           اذكر مع الاثبات صحة أو خطأ كل عبارة من العبارات الآتية:  .205
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      عنصر متساوي القوى ، فإن x , y. إذا كان كل من  x,y ∈ Rحلقة ، وليكن  Rليكن   (1)

x + y   ً .                                                                   يكون عنصر متساوي القوى أيضا

       عنصر متلاشي القوى ، فإن x , y. إذا كان كل من  x,y ∈ Rحلقة ، وليكن  R(  ليكن 2)

x + y   ً                                                             .   يكون عنصر متلاشي القوى أيضا

                       يكون مجال متكامل Rحلقة منتهية وتحتوي محايد ، فإن  Rإذا كان  ( 3)

(integral domain)                                                                                             .

.                                                                   0(  مميز أي حلقة غير منتهية يساوي 4)

عنصر متساوي القوى وغير قاسم  x ∈ R\{0}حلقة تحتوي محايد . إذا كان  R(  ليكن 5)

                                                                                      .   x = 1للصفر ، فإن 

        عنصر قاسم للصفر ، فإن  x , y. إذا كان كل من  x,y ∈ Rحلقة ، وليكن  Rليكن  ( 6)

x + y   ً   . يكون عنصر قاسم للصفر أيضا

لاحظ أولاً أن اثبات خطأ عبارة ما يكون بإعطاء مثال لا يحقق هذة العبارة .                       الحل: 

عنصر متساوي القوى ، بينما  1  ,4 يكون كل من   12Z: في الحلقة  مثال(  العبارة خطأ . 1)

لا يكون متساوي القوى .                                                                    (5 =) 4 + 1العنصر 

      لأن)ي القوى لاشعنصر مت 4  ,6يكون كل من   61Z: في الحلقة  مثالالعبارة خطأ . ( 2)

  ، لأنة لا يوجدي القوى لاشلا يكون مت 4  +6  =)10(( ، بينما العنصر  24  =0    ,46  =0

N ∈m   0، بحيث=  m 10   16فيZ  .                                                                             

حلقة منتهية وتحتوي محايد ، لكنها ليست مجال  كونت  6Z: الحلقة  مثالالعبارة خطأ . (  3)

متكامل لأنها غير خالية من قواسم الصفر )لاحظ أن المجال المتكامل يكون خالي من قواسم 

( .                        6Z  في  2 . 3  =0)لأن  6Zيكون قاسم للصفر في  2  ,3كل من الصفر( ، لأن 

ونرمز لها  X مجموعة غير منتهية . إذن مجموعة القوى لـ  X: ليكن  مثال(  العبارة خطأ . 4)

. إذن ينتج P(X) على الفرق المتماثل  عملية تكون مجموعة غير منتهية . ليكن  P(X)بالرمز 

بالنسبة  ابدالية وتحتوي محايد)تكون حلقة غير منتهية  (⋂ , P(X) , )( أن 171من تمرين )

 P(X)إذن مميز الحلقة   . A ∈ P(X)، لكل  ∅ = A = A  A 2  . إذن( Xهو   ⋂للعملية 

                                                                                                         .      2يساوي 

عنصر   R ∈x\}0{. ليكن  R ∈ 1حلقة ، وليكن  Rليكن :  البرهان (  العبارة صحيحة .5)

 x. لكن   0x =  – 2) = x1 –x (x. إذن  x 2x =. إذن متساوي القوى وغير قاسم للصفر 

                                              .   x = 1ن . إذ x – 1 = 0. إذن   x ≠ 0 غير قاسم للصفر وعنصر 
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)لأن في  قاسم للصفريكون  2  ,3كل من العنصران   12Z: في الحلقة مثالالعبارة خطأ .   (6)

12Z    12 . لكن في (2  .6  =0    ,3  .4  =0يكونZ  لا يكون قاسم   2 + 3 ) =5 (  العنصر

  للصفر . 

 ي القوى ، فإنلاشعنصر مت x ∈ Rإذا كان برهن أنة حلقة تحتوي محايد .  Rليكن  .206

 يكون وحدة .    x – 1العنصر 

، بحيث  n ∈ Nإذن يوجد .  يلاشعنصر مت x ∈ R، وليكن حلقة تحتوي محايد  Rليكن الحل: 

0=  nx   1. ليكن-nx+ … +  3+ x 2+ x + x 1y =   إذن . 

(1 – x) y = 1 + x + x2 + x3 + … + xn-1 – x – x2 – x3 –  … –  xn-1 – xn  

               = 1 

. إذن العنصر    x – 1يكون معكوس ضربي للعنصر    y. إذن y (1 – x) = 1بالمثل يكون  

1 – x . يكون وحدة 

 يكون غير منتهي .  Z[3] اثبت أن عدد الوحدات في الحلقة  .207

. إذن  1 = (x + y3) (a + b3)، بحيث   a + b3 , x + y3 ∈ Z[3]ليكن  الحل: 

(a + 3by) + (ay + bx)3 = 1   إذن .a + 3by = 1  , ay + bx = 0  بحل هاتين .

 المعادلتين نحص على 

   x = a / (a2 – 3b2)    ,    y = (– b) / (a2 – 3b2) 

، لأنة في هذة  a = 2  ,  b = 1. لذلك نأخذ   x , y ∈ Zبحيث يكون   a , bنختار قيمة كل من 

يكون معكوس   3 – 2. إذن العنصر  Z، وبالتالي ينتميان لـ  x = 2  ,  y = – 1الحالة يكون 

إذا وفقط إذا كان          2nb – 2a  =1بصفة عامة يكون  ةلاحظ أن ) 3+  2ضربي للعنصر 

(a + bn) (a – bn) = 1 )  2. إذن العنصر + 3    يكون وحدة في الحلقةZ[3]  كذلك .

،   N ∈m، لكل  )3+  2(mيكون معكوس للعنصر   )m)3 – 2العنصر   3[Z[في الحلقة  

 لأن

(2 + 3)m  (2 – 3)m  = ((2 + 3) (2 – 3))m   = 1 

. إذن عدد الوحدات في   N ∈mيكون وحدة لكل    )m)3+  2العنصر  3[Z[إذن في الحلقة 

 يكون غير منتهي .  Z[3]الحلقة  
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                    عنصر أولي p ∈ R، وليكن  (integral domain)مجال متكامل  Rليكن  .208

)elementprime ( ليكن . R ∈ nr, … ,  2, r 1r   برهن أنة إذا كان . nr…  2r  1p | r   فإنة ،

 .  ip | r، بحيث    n},…,1,2{ ∈iيوجد 

عنصر أولي                     p ∈ R، وليكن  (integral domain)مجال متكامل  Rليكن  الحل:

)prime element( 0  . إذن≠ p    وكذلكp  لا يكون وحدة ، أي أن*R p   حيث (*R  هي

. نستخدم مبدأ  nr…  2r  1p | r بحيث ،  R ∈ nr,…,  2, r 1rليكن  ( .Rمجموعة الوحدات في 

. إذن  n = 2ليكن  . n = 1 من الواضح أن المطلوب متحقق عندما.  nالإستنتاج الرياضي على 

2r 1p | r  لكن .p المجال المتكامل عنصر أولي في R  1. إذنp | r    2أوp | r  وبالتالي .

نبرهن أنة و،  n = mما د. نفرض أن المطلوب متحقق عن n = 2عندما المطلوب يكون متحقق 

 ،  mr…  2r  1p | r ، فإن  n = m. بما أن المطلوب متحقق عندما  +1n = mمتحقق عندما 

. إذن                1m+r…  2r  1| rp ليكن .  ip | r، بحيث    m,…,1,2{ ∈i{يوجد  يؤدي إلى أنة

 1m+) rmr…  2r  1p | (r  لكن .p  عنصر أولي في المجال المتكاملR                                    إذن .

 mr…  2r  1p | r  1 أوm+p | r  1 . إذا كانm+p | r  فإن المطلوب يكون متحقق عندما ،          

1n = m+  وإذا كان . mr…  2r  1p | r  فإنة ينتج من فرض الإستنتاج الرياضي أنة يوجد ،    

m},…,1,2{ ∈i    بحيث ،ip | r  المطلوب يكون متحقق. وبالتالي  ً .  +1n = mعندما  أيضا

 .  nإذن المطلوب يكون متحقق لجميع قيم 

 n  R ∈ nr,…,  2, r 1r , ≤2، وليكن  )integral domain(مجال متكامل  Rليكن  .209

 برهن أن عناصر ليست كلها أصفار . 

(r1 , r2 ,…, rn)    ((r1 , r2 ,…, rn-1) , rn) 

 )greatest common divisor(لقاسم المشترك الأعظم ل يرمز )nr,…,  2, r 1r(  حيث

 . nr,…,  2, r 1r للعناصر

  n  R ∈ nr,…,  2, r 1r , ≤2، وليكن  )integral domain(مجال متكامل  Rليكن  الحل:

 نضع  .عناصر ليست كلها أصفار 

  a = (r1 , r2 ,…, rn)  ,  b = (r1 , r2 ,…, rn-1)  ,  c = (b , rn) 

. أي نبرهن أنة يوجد  c (a associate to c)شريك لـ  a، أي نبرهن أن  a  c نبرهن أن 

ن                         بما أ.  a ≠ 0  ,  b ≠ 0  ,  c ≠ 0  لاحظ أن . a = c uبحيث  u ∈ Rوحدة 
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  )nr, …, 2, r 1r= ( a فإن ،  nr, …, 2, r 1r|  a  إذن .a | b  وبالتالي .a | c وبما أن .              

c | b 1  ، فإن-nr, … ,  2, r 1r|  c  كذلك .nc | r   إذن .c | a  .إذن ينتج من  c|  c | a  ,  a  ،

                    . إذن a = (a e) u = a (e u). إذن  a = c u  ,  c = a eبحيث   u , e ∈ Rأنة يوجد 

a (1 – e u) = 0  . لكنR ( و  ومجال متكامل )بالتالي يكون خالي من قواسم الصفرa ≠ 0  .

 .  a  c. إذن  Rيكون وحدة في  u. إذن  e u = 1. إذن  e u = 0 – 1إذن 

ليكن                  .  x,y,u,v ∈ R، وليكن   (integral domain)مجال متكامل  Rليكن  .210

u = l.c.m.(x , y)  برهن أن . 

  v = l.c.m(x , y)   ⇔   u  v)أ(      

  < x > ⋂ < y > = < u >  )ب( 

                                                                                        u  x y (x , y))ت(   

 (least common multiple)لمضاعف المشترك الأصغر ل يرمز l.c.m.(x , y)) حيث 

                               لقاسم المشترك الأعظمل يرمز (x , y). كذلك  x , yللعنصرين 

(greatest common divisor)   للعنصرينx , y . ) 

ليكن                  .  x,y,u,v ∈ R، وليكن   (integral domain)مجال متكامل  Rليكن الحل: 

u = l.c.m.(x , y)  . 

، فإن                          u = l.c.m.(x , y). بما أن  u | v  ,  v | u. إذن  u  vليكن    (⟸))أ(   

x | u , y | u  . إذنx | v , y | v  إذن . v = l.c.m.(x , y)  . 

إذن .  u | v  ,  v | uإذن    ، فإن u = l.c.m(x , y). وبما أن   v = l.c.m(x , y)ليكن  (⟹)

.  u (1 – b a) = 0. إذن  u = u (b a). إذن  u = v a  ,  v = u b ، بحيث  a,b ∈ Rيوجد 

.  b a = 0 – 1. إذن  u ≠ 0مجال متكامل )وبالتالي يكون خالي من قواسم الصفر( و   Rلكن 

 . u  v. إذن  Rيكون وحدة في  a. إذن  b a = 1إذن 

تكون حلقة ابدالية وتحتوي محايد .  R، فإن  مجال متكامل R . بما أن < z ∈ < u)ب(  ليكن 

. إذن يوجد     x | u  ,  y | u. لكن  z = r u، بحيث   r ∈ R. إذن يوجد  u > = R u >إذن  

a , b ∈ R بحيث ، u = a x = b y   إذن .u = a x ∈ < x >  ,  u = b y ∈ < y >  إذن .

z = r u ∈ < x > ⋂ < y >   إذن .< u > ⊆ < x > ⋂ < y >                                 ليكن .

z ∈< x > ⋂ < y >  إذن يوجد .a,b ∈ R   بحيثz = a x = b y  إذن .x | z  ,  y | z  إذن .
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z  يكون مضاعف مشترك للعنصرينx , y  فيR  إذن .u | z  إذن يوجد .c ∈ R            بحيث

z = u c  إذن .z ∈ < u >  . إذن< x > ⋂ < y > ⊆ < u >                                              إذن .

< x > ⋂ < y > = < u > . 

، بحيث                            a,b,c,d ∈ R. يوجد  v u  x y. نبرهن أن  v = (x , y))ت(  ليكن 

x = a v  ,  y = b v  ,  u = c x = d y   إذن .u = c a v = d b v                           إذن .

(c a – d b) v = 0  لكن .R  خالي من قواسم الصفر لأنة مجال متكامل وv ≠ 0           إذن .

c a – d b = 0  إذن .c a = d b   إذن .a | d b  . ليكن(a , b) = e  إذن .e | a  ,  e | b  .

.  x = a' (e v)  ,  y = b' (e v). إذن   'a = e a' , b = e b، بحيث   a' , b' ∈ Rإذن يوجد 

.  v = 0 (e' e – 1). إذن  v = e' e v , e' ∈ R. إذن  e v | v. إذن  e v | x  ,  e v | yإذن 

. إذن  d = a d'  ,  d' ∈ R. إذن   a | d. إذن  a | d bلكن يكون وحدة .  e. إذن  e e' = 1إذن 

u = d b v = d' (a b v)   إذن .a b v | u   لكن .x = a v  ,  y = b v                         إذن .

b x = a b v , a y = a b v   إذن .x | a b v  ,  y | a b v  .  إذنa b v = l.c.m.(x , y)  .

 . u v  a b v v = (a v) (b v) = x y. إذن   u  a b v إذن ينتج من )أ( أن 

يوجد   x,y ∈ R  لكل عنصرين . إذا كان (integral domain)مجال متكامل  Rليكن  .211

 x,y ∈ R اثبت أنة لكل عنصرين ف ، (greatest common divisor)ك أعظم رقاسم مشت

 .  (least common multiple)يوجد مضاعف مشترك أصغر 

  x,y ∈ R  . نفرض أنة لكل عنصرين (integral domain)مجال متكامل  Rليكن  الحل:

. لاحظ أولاً أن  x,y ∈ R. ليكن  (greatest common divisor)يوجد قاسم مشترك أعظم 

l.c.m.(x , 0) = l.c.m.(0 , 0) = 0  . لذلك نفرض أنx ≠ 0 , y ≠ 0  ليكن .v = (x , y)  .

 . إذن  x = a v  ,  y = b v، بحيث  a , b ∈ Rإذن يوجد 

 b x = a y = a b v ≔ k                 (1) 

مضاعف مشترك  k' ∈ R. ليكن  x , yيكون مضاعف مشترك لـ   k. إذن  x | k  ,  y | kإذن  

. إذن يوجد               x | c، فإن   'x | k  ,  x | k. بما أن   c = ('k , k). نفرض أن   x , yآخر لـ  

r ∈ R  بحيث ،c = r x   كذلك بما أن بما أن .y | k  ,  y | k'   فإن ،y | c               إذن يوجد .

s ∈ R  بحيث ،c = s y إذن . 

  c = r x = s y                               (2) 

 بحيث d ∈ R، فإنة يوجد   c | kوبما أن  
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   k = d c                                      (3) 

 أن  (3) , (2) , (1)إذن ينتج من 

  a y = k = d c = d s y 

 . d s = aإذن  

 أن (3) , (2) , (1)كذلك ينتج من 

  b x = k = d c = d r x 

 .  d r = bإذن 

. إذن أي قاسم مشترك لـ    (relatively prime – coprime)يكونان أوليان نسبياً  a , bلكن 

a , b   يكون وحدة . إذنd  أن  (3)يكون وحدة . إذن ينتج منk  c   إذن .(k , k') = k  إذن .

k | k'  . إذنk  هو أصغر مضاعف مشترك لـx , y  أي أن .k = l.c.m.(x , y) .  

  x,y ∈ R  . نفرض أنة لكل عنصرين (integral domain)مجال متكامل  Rليكن  .212

 . اثبت أنة لكل عنصرين              (least common multiple)يوجد مضاعف مشترك أصغر 

x,y ∈ R   يوجد قاسم مشترك أعظم(greatest common divisor) . 

. نرمز للقاسم  x,y ∈ Rلاحظ أولاً أن هذا التمرين هو عكس التمرين السابق . ليكن  الحل:

 . لاحظ أن   (x , y)بالرمز    x , yالمشترك الأعظم للعنصرين

     (x , 0) = (0 , x) = x  , (0 , 0) = 0     

مشترك مضاعف   x y  . بما أن u = l.c.m.(x , y). ليكن  x ≠ 0 , y ≠ 0لذلك نفرض أن 

     ، بحيث a ∈ R. إذن يوجد  u | x y( ، فإن   x | x y  ,  y | x y) لأن   x , y للعنصرين

x y = a u   نبرهن أن .a = (x , y)   بما أن .x | u  ,  y | u  فإنة يوجد ،b , c ∈ R                               بحيث

u = b x = c y   إذن .x y = a u = a b x = a c y   إذن .x y = a b x  ,  x y = a c y  .

يكون قاسم   a. إذن  a | x  ,  a | yإذن  .  y = a b  ,  x = a cمجال متكامل . إذن   Rلكن 

       . إذن يوجد x , y قاسم مشترك آخر لـلعنصرين d ∈ R. ليكن  x , y مشترك للعنصرين

x' , y' ∈ R    بحيثx = d x'  ,  y = d y'   إذن .x | d x' y'  ,  y | d x' y' أي أن .        

d x' y'  يكون مضاعف مشترك للعنصرين x , y   نضع .e = d x' y'   إذن .u | e   إذن يوجد .

k ∈ R   بحيثe = u k  إذن .x y = a u  ,  x y = e d = u k d   إذن .a u = u k d  لكن .

R مجال متكامل . إذن  a = k d   إذن .d | a  إذن .a لعنصرين هو القاسم المشترك الأعظم ل 

x , y  أي أن .a = (x , y)  . 
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عنصر ليس وحدة وغير مختزل . إذا كان  a ∈ R\{0}مجال متكامل ، وليكن  Rليكن  .213

b ∈ R\{0}  بحيث ،a  لا يقسمb   فاثبت أن ،(a , b) = 1 . 

 نفرض أنعنصر ليس وحدة وغير مختزل .  a ∈ R\{0}مجال متكامل ، وليكن  Rليكن الحل: 

b ∈ R\{0}  بحيث ،a  لا يقسمb  ليكن .c  للعنصرينقاسم مشترك a , b  فيR  نفرض أن .c 

عنصر غير مختزل  a. لكن  a = c x  ,  b = c y، بحيث   x,y ∈ Rليس وحدة . إذن يوجد 

      يكون وحدة . إذن xليس وحدة فرضا . إذن  c. لكن  Rيكون وحدة في  xأو  c. إذن  Rفي 

1-c = a x   إذن .y) 1-b = a (x   إذن .a | b  لكن هذا يتناقض مع الفرض بأن .a  لا يقسمb  .

 1 = (a , b)يكون وحدة . إذن  a , b إذن أي قاسم مشترك للعنصرينيكون وحدة .  cإذن 

. إذن  a,b ∈ R\{0}مجال متكامل ، وليكن  Rليكن هذا ينتج مباشرة من المبرهنة : لاحظ أن )

(a , b) = 1  ذا وفقط إذا كان كل قاسم مشترك للعنصرينإ a , b . ) وحدة 

                                                        . Z[i6]في الحلقة   6أوجد كل قواسم العنصر  )أ(  .214

                                              . Z[i5]في الحلقة   21)ب(  أوجد كل قواسم العنصر 

 .  Z[i]في الحلقة   3i+5)ت(  أوجد كل قواسم العنصر 

محايد وهو العدد  عنصر على تكون ابدالية وتحتوي Z[i6]لاحظ أولاً أن الحلقة )أ(    الحل:

                      . إذن يوجد a + bi6 | 6، بحيث   a + bi6 ∈ Z[i6]. ليكن   1الصحيح 

c + di6 ∈ Z[i6]  بحيث ، 

   6 = (a + bi6) (c + di6)               (1) 

 إذن

 6 = 6 = (a – bi6) (c – di6)         (2) 

 نحصل على (2) , (1)إذن بضرب 

  (a2 + 6 b2) ( c2 + 6 d2) = 36 

 بالتالي توجد الإحتمالات التالية:

   (1   )1=   2b 6+  2a 

في الحلقة  6 يكونان قاسمان للعنصر   1 – , 1. إذن a = 1  ,  b = 0في هذة الحالة يكون   

Z[i6] . 

   (2  ) 2=   2b 6+  2a  
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 . 2b 6+  2a   =2يحققان المعادلة    Z ∈a,bلأنة لا يوجد  ، هذا الإحتمال مرفوض

   (3 )  3=   2b 6+  2a 

 جاء في الإحتمال السابق .هذا الإحتمال مرفوض أيضاً كما 

   (4  ) 4=   2b 6+  2a   

في الحلقة  6 يكونان قاسمان للعنصر    2 – , 2. إذن a = 2  ,  b = 0في هذة الحالة يكون   

Z[i6] . 

   (5  ) 6=   2b 6+  2a   

في الحلقة  6يكونان قاسمان لـ     i6 , – i6. إذن a = 0  ,  b = 1في هذة الحالة يكون  

Z[i6] . 

   (6  ) 9=   2b 6+  2a   

في الحلقة  6 يكونان قاسمان للعنصر    3 – , 3. إذن a = 3  ,  b = 0في هذة الحالة يكون   

Z[i6] . 

   (7  ) 12=   2b 6+  2a  

 . Zليس لها حل في   2b 6+  2a   =12لأن المعادلة   ، هذا الإحتمال مرفوض

   (8  ) 18=   2b 6+  2a  

 ً  . Zليس لها حل في   2b 6+  2a   =18لأن المعادلة   ، هذا الإحتمال مرفوض أيضا

   (9  ) 36=   2b 6+  2a  

في الحلقة  6 يكونان قاسمان للعنصر    6 – , 6. إذن a = 6  ,  b = 0في هذة الحالة يكون  

Z[i6] . 

 هي: Z[i6]في الحلقة   6ينتج مما سبق أن كل قواسم العنصر 

   1  ,   2  ,   3  ,   6  ,   i6 

.  1محايد وهو العدد الصحيح  على تكون ابدالية وتحتوي Z[i5]لاحظ أولاً أن الحلقة )ب(  

،  c + di5 ∈ Z[i5]. إذن يوجد  a + bi5 | 21، بحيث  a + bi5 ∈ Z[i5]ليكن  

 بحيث 

   21 = (a + bi5) (c + di5)               (1) 

 إذن

   21= (a – bi5) (c – di5)                (2) 
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 نحصل على (2) , (1)إذن بضرب 

  (a2 + 5 b2) ( c2 + 5 d2) = 441 

 بالتالي توجد الإحتمالات التالية:

   (1   )1=   2b 5+  2a 

في الحلقة  21 لعنصريكونان قاسمان ل   1 – , 1. إذن a = 1  ,  b = 0في هذة الحالة يكون   

Z[i5] . 

   (2  ) 3=   2b 5+  2a  

 . Zليس لها حل في  2b 5+  2a   =3لأن المعادلة  ، هذا الإحتمال مرفوض

   (3 )  7=   2b 5+  2a 

 هذا الإحتمال مرفوض أيضاً كما جاء في الإحتمال السابق . 

   (4  ) 9=   2b 5+  2a   

. فهو مرفوض  ( a = 2  ,  b = 1) . أما ( a = 3  ,  b = 0 )في هذة الحالة يكون  

 . Z[i5]في الحلقة  21 يكونان قاسمان للعنصر    3 – ,  3إذن

   (5  ) 21=   2b 5+  2a   

                          إذن.  ( a = 4,  b = 1)و  ( a = 1  ,  b = 2 ) في هذة الحالة يكون 

(1  2i5) , ( 4  i5)  في الحلقة  21 لعنصرل اسم وكون قتZ[i5] . 

   (6  ) 94=   2b 5+  2a   

                             إذا كان.  ( a = 2,  b = 3)و  ( a = 7  ,  b = 0 )في هذة الحالة يكون   

( a = 7  ,  b = 0 )  فإن ، (a + bi5 = 7  ,  c + di5 = 3)                                         و

(a + bi5 = – 7  ,  c + di5 = –3)  وإذا كان .(a = 2,  b = 3 ) فإن ،                            

9=  2d 5+  2c  0(. وبالتالي,  d =   3c = (  أو)1,  d =   2c = (                          لكن .

(2  3i5) (3) ≠ 21   إذن .(c = 3  ,  d = 0)                                يكون مرفوض . كذلك

(2  3i5) (2  i5) ≠ 21 .  إذن(c = 2,  d = 1 )           يكون مرفوض . إذن

(a = 2,  b = 3 )  في الحلقة  21 يكونان قاسمان للعنصر   7 – , 7يكون مرفوض . إذن       

Z[i5] . 

   (7  ) 63=   2b 5+  2a  

 . Zليس لها حل في   2b 5+  2a   =63لأن المعادلة   ، هذا الإحتمال مرفوض

   (8  ) 471=   2b 5+  2a  
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 . Zليس لها حل في   2b 5+  2a   =471لأن المعادلة  ، هذا الإحتمال مرفوض أيضاً 

(9  ) 441=   2b 5+  2a  

في  21 يكونان قاسمان للعنصر    21 – , 21. إذن a = 21  ,  b = 0في هذة الحالة يكون   

 . Z[i5]الحلقة 

 هي: Z[i5]في الحلقة   21ينتج مما سبق أن كل قواسم العنصر 

   1  ,   3  ,   7  ,   21  ,  (1  2i5) , ( 4  i5) 

. ليكن  1محايد وهو العدد الصحيح  على تكون ابدالية وتحتوي Z[i]لاحظ أولاً أن الحلقة )ت(  

a + bi ∈ Z[i]  بحيث ،a + bi | 5 + 3i   إذن يوجد .c + di ∈ Z[i]  بحيث ، 

   5 + 3i = (a + bi) (c + di)               (1) 

 إذن

  5 – 3i = (a – bi) (c – di)                 (2) 

 نحصل على (2) , (1)إذن بضرب 

  (a2 + b2) ( c2 + d2) = 34                 (3) 

 بالتالي توجد الإحتمالات التالية:

   (1   )1=   2+ b 2a 

اسم وقتكون     1 ,  i. إذن (a = 0  ,  b = 1)و  (a = 1  ,  b = 0)في هذة الحالة يكون 

 . Z[i]في الحلقة   3i + 5  للعنصر

   (2  ) 2=   2+ b 2a 

. وبالتالي  d 2c +2  =17في هذة الحالة يكون  . ) = 1,  b =   1a(في هذة الحالة يكون 

  هي  c , d قيم احتمالات

   (c , d) = (4 , 1) , (1, 4)  

 الإحتمالات  

   (a , b) = (1 , -1) , (-1 , 1)    

 . إذن  (3)تكون مرفوضة لأنها لا تحقق 

   (a , b) = (1 , 1) , (-1 , -1)  

 . Z[i]في الحلقة  3i + 5  يكونان قاسمان للعنصر  i  ,  – 1 – i + 1إذن  

   (3 )  17=   2+ b 2a 

 هى   a , b , c , d. بالتالي احتمالات قيم  d 2c +2  =2في هذة الحالة يكون 
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  (a , b) = (4 , 1)  ,  (1 , 4) 

  (c , d) = (1 , 1) 

 هى  (3)التي تحقق  a , bإذن قيم 

  (a , b) = (1, 4) , (–1, – 4) , (4 , – 1) , (– 4 , 1) 

 . Z[i]في الحلقة  3i + 5  قواسم للعنصرتكون  4i  ,  –1 – 4i  ,  4 – i  ,  – 4 + i +1إذن  

   (4  ) 43=   2+  b 2a   

 هى   a , b , c , d. بالتالي احتمالات قيم  d 2c +2  =1في هذة الحالة يكون 

  (a , b) = (3 , 5)  ,  (5 , 3) 

  (c , d) = (1 , 0)  ,  (0 , 1) 

 هى  (3)التي تحقق  a , bإذن قيم 

  (a , b) = (3, – 5) , (–3 , 5) , (5 , 3) , (– 5 , – 3) 

في الحلقة  3i + 5  قواسم للعنصرتكون   5i  ,  –3 + 5i  ,  5 + 3i  ,  – 5  – 3i – 3 إذن 

Z[i] . 3 + 5قواسم   كل إذنi   غير الصفرية في الحلقةZ[i]  هي 

 1 ,  i , 1 + i  ,  – 1 – i  ,  1+ 4i  ,  –1 – 4i  ,  4 – i  ,  – 4 + i  ,  3 – 5i  ,           

–3 + 5i  ,  5 + 3i  ,  – 5  – 3i 

.  a,b,c ∈ R \ {0}، وليكن  (principal ideal ring)حلقة مثاليات رئيسة  Rليكن  .215

      إذا وفقط إذا كان   c = r a + s bبحيث  ،  r , s ∈ R. برهن أنة يوجد   d = (a , b)ليكن 

d | c   حيث ((a , b)  يرمز للقاسم المشترك الأعظم للعنصرينa , b  فيR . )  

.  a,b,c ∈ R \ {0}، وليكن  (principal ideal ring)حلقة مثاليات رئيسة  Rليكن الحل: 

 d = (a , b). بما أن  c = r a + s bبحيث  ،  r , s ∈ Rنفرض أنة يوجد   . d = (a , b)ليكن 

 . d | r a + s b = c، فإن  

، وبما  d = (a , b). بما أن  c = d k، بحيث   k ∈ R. إذن يوجد  d | cبالعكس ، نفرض أن 

 . إذن  d = a' a + b' bبحيث    a' , b' ∈ Rحلقة مثاليات رئيسة ، فإنة يوجد  Rأن 

  c = k d = (k a') a + (k b') b 

نضع                          تكون حلقة ابدالية وتحتوي محايد .  R وبالتالي حلقة مثاليات رئيسة ، R لأن وذلك

r = k a' ,  s = k b'   إذن .c = r a + s b  . 

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



187 
 

                       . برهن أن p ∈ R \ {0}. ليكن  R ∋ 1حلقة ابدالية ، وليكن  Rليكن  .216

p   يكون عنصر غير مختزل(irreducible) ⇔   p u   يكون عنصر غير مختزل

(irreducible)   لكل وحدةu ∈ R . 

 وحدة .  u ∈ Rليكن  . p ∈ R \ {0}. ليكن  R ∋ 1حلقة ابدالية ، وليكن  Rليكن الحل: 

لا يكون وحدة ،   p u. لاحظ أن  Rفي  (irreducible)عنصر غير مختزل   pليكن   (⟸)

يكون وحدة ، وهذا يتناقض مع الفرض   p = e u-1، فإن   Rوحدة في  p u = eلأنة إذا كان 

  p. لكن  p = a (b u-1(. إذن  p u = a bبحيث  ،   R ∈a,bليكن  عنصر غير مختزل .  pبأن 

يكون  b وحدة ، فإن    ub-1يكون وحدة . إذا كان  b u-1أو  a. إذن  Rعنصر غير مختزل في 

 يكون عنصر غير مختزل .  p uيكون وحدة . إذن   bأو   aوحدة . إذن 

يكون وحدة ، وهذا   p uوحدة ، فإن    pإذا كان  . Rعنصر غير مختزل في   p uليكن  (⟹)

لا يكون وحدة . ليكن   p. إذن  Rيكون عنصر غير مختزل في   p uيتناقض مع الفرض بأن 

a,b ∈ R   بحيثp = a b  إذن .p u = a (b u)  بما أن .p u   عنصر غير مختزل ، فإنa   أو

b u    يكون وحدة . إذا كانb u  وحدة ، فإنb    يكون وحدة . إذنa   أوb   يكون وحدة . إذنp  

 يكون عنصر غير مختزل . 

يكون   i5  , 2 – i5 + 2اثبت أن كل عنصر من العنصرين  Z[i5]في الحلقة  .217

 غير مختزل وغير أولي .

يكون    i5 + 2تكون مجال متكامل . نبين الآن أن العنصر Z[i5]أن الحلقة  لاحظ أولاً  الحل:

                             ، بحيث a + bi5 ∈ Z[i5]. ليكن  Z[i5]الحلقة في  غير مختزل

(a + bi5) (2 + i5) = 1                                                                                 

ليس   i5 + 2. إذن العنصر  Z. لكن هذة المعادلة ليس لها حل في  a – 5 b = 1 4 –  إذن

 ، بحيث a + bi5 , c + di5 ∈ Z[i5]. ليكن  Z[i5]وحدة في الحلقة 

 2 + i5 = (a + bi5) (c + di5)            (1) 

 إذن

 2 – i5 = (a – bi5) (c – di5)            (2) 

 نحصل على (2)في  (1)بضرب 

 (a2 + 5 b2) (c2 + 5 d2) = 9 
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 إذن توجد الإحتمالات التالية:

   2d 5+  2,    c    1=  2b 5+  2a  =9       )أ(     

 a + bi5. إذن في هذة الحالة العنصر  a + bi5 = 1. إذن    a = 1  ,  b = 0إذن  

 . Z[i5]الحلقة يكون وحدة 

 2d 5+  2,    c    9=  2b 5+  2a  =1)ب(          

. إذن في هذة الحالة c + di5 = 1 . إذن    , c = 1  ,  d = 0  a = 2 , b = 1إذن  

 . Z[i5]يكون وحدة الحلقة  c + di5العنصر 

 2d 5+  2,    c    3=  2b 5+  2a  =3)ت(          

 تحققة .   a,b,c,d ∈ Z  عناصر لأنة لا يوجد ، هذا الإحتمال مرفوض

يكون    i5 – 2. بالمثل العنصر  Z[i5]الحلقة في  يكون غير مختزل   i5 + 2العنصرإذن 

 . Z[i5]الحلقة في  غير مختزل

. بما أن العنصر      Z[i5]الحلقة لا يكون عنصر أولي في  i5 + 2والآن نبين أن العنصر 

2 + i5  الحلقة ليس وحدة فيZ[i5] الحلقة نبين أنة يوجد عنصرين في  نا، فإنZ[i5] 

 9 = (2 – i5) (i5 + 2)بما أن  يقسم حاصل ضربهما ولا يقسم كل منهما .  i5 + 2بحيث 

لأن: نفرض العكس ، أي نفرض أن  ).  3لا يقسم     i5 + 2. لكن i5 | 3 × 3 + 2، فإن  

2 + i5 | 3  إذن يوجد .a + bi5 ∈ Z[i5] بحيث ، 

     3 = (2 + i5) (a + bi5) 

 إذن

     3 = (2 – i5) (a – bi5) 

إذا كان                             .  1=  5a + bi. إذن     = b =   1a  ,0. إذن  2b 5+  2a  =1إذن  

a + bi5 = 1  2 = 3، فإن + i5    وهذا غير ممكن . إذن  2 = 3. إذن ،a + bi5 ≠ 1  .

  . إذن   ، وهذا غير ممكن 2– = 3. إذن  i5  – 2  – = 3، فإن  a + bi5 = –1وإذا كان 

a + bi5 ≠ –1  2العنصر ( . إذن + i5  الحلقة لا يكون عنصر أولي فيZ[i5] .  بالمثل

 . Z[i5]الحلقة أولي في يكون غير    i5 – 2العنصر 

 . n ∈ N، حيث   Z[in]أوجد كل الوحدات في الحلقة  .218
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. المعكوس الضربي  a + bin ≠ 0  ، بحيث a + bin ∈ Z[in] , n ∈ Nليكن الحل: 

                                               الصورة التالية( يكون في )إن وُجد a + binللعنصر 

1/( a + bin) = 1/( a + bin) × (a – bin) / (a – bin)                            

                         = (a/(a2 + nb2)) – (b / (a2 + nb2)) in 

 إذا وفقط إذا كان                                 Z[in]في الحلقة   a + binإذن يوجد معكوس ضربي للعنصر 

1=  2+ nb 2a تينالتالي تين. بالتالي توجد الحال: 

  (1   )n = 1  

 في هذة الحالة يكون: 

  1=  2+ b 2a    0(إذا وفقط إذا كان,  b =   1a = (     أو)1, b =   0a = ( 

حل آخر لهذة يتضمن ( 227تمرين ) حل)ملحوظة:  Z[i]في هي كل الوحدات    1 ,   iإذن  

 . النتيجة(

  (2  ) n > 1  

                                                                                          في هذة الحالة يكون: 

1=  2+ nb 2a    0إذا وفقط إذا كان,  b =   1a =  .                                            

 ( ( .227انظر حل آخر لهذة النتيجة في تمرين ) ) Z[in]في هي كل الوحدات    1إذن

 . (7i , 2 – 11i + 2)أوجد  Z[i]في الحلقة   .219

(( ، فإن 218تمرين ) حل )انظر Z[i]في الحلقة  هى كل الوحدات  i , -i , 1- , 1بما أن  الحل:

 . نفرض أن                                 Z[i]في الحلقة  لا يكون وحدة   7i  ,  2 – 11i + 2  كل من العنصرين

2 + 7i | 2 – 11i إذن يوجد .a + bi ∈ Z[i]     11 – 2، بحيثi = (2 + 7i) (a + bi)  .

. إذن  125لا يقسم  53، لأن  Z. لكن هذة المعادلة ليس لها حل في  b 2a( 53=  125 +2(إذن  

2 + 7i  11 – 2لا يقسمi  ليكن .a + bi , c + di ∈ Z[i]                                                بحيث ،

2 + 7i = (a + bi) (c + di) 7 – 2  . إذنi = (a – bi) (c – di)                       إذن .    

)2+ d 2) (c2+ b 2(a=  35 . :إذن توجد الإحتمالات التالية 

  d 2,  c  1=  2+ b 2a +2  =53)أ(    

 في هذة الحالة يكون

(a = 0 , b =  1)    أو(a =  1 , b = 0)  ، 
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(c =  2 , d =  7)    أو(c =  7 , d =  2)  

  d 2,  c  53=  2+ b 2a +2  =1)ب(   

 في هذة الحالة يكون

(a =  2 , b =  7)    أو(a = 7, b =  2)  ، 

(c = 0 , d =  1)    أو(c =  1 , d = 0)  

أو  a + bi. إذن  c + di =  iأو    c + di =  1و    a + bi =  iأو    a + bi =  1إذن 

c + di  الحلقة  يكون وحدة فيZ[i]  7 + 2. إذن العنصرi  الحلقة يكون غير مختزل فيZ[i]  .

 .  1 = (7i , 2 – 11i + 2)( أن  213إذن ينتج من تمرين )

  . (i5 + 1 , 2)أوجد  Z[i5]في الحلقة   .220

(( ، فإن كل من 218)انظر تمرين ) Z[i5]في الحلقة  هى كل الوحدات   1- , 1بما أنالحل: 

 . نفرض أن                                 Z[i5]في الحلقة  لا يكون وحدة   i5 + 1 , 2العنصرين  

2 | 1 + i5 إذن يوجد .a + bi5 ∈ Z[i5]     1، بحيث + i5 = 2 (a + bi5) إذن . 

2 a = 1 , 2 b = 1  ا حل في مليس له تينالمعادل اتين. لكن هZ  1لا يقسم   2. إذن + i5  .

 . إذن               (c + di5) (a + bi5) = 2، بحيث     a + bi5 , c + di5 ∈ Z[i5]ليكن 

)5di –) (c 5bi –(a =  2  إذن . )2d5+  2) (c2b5+  2(a=  4  إذن توجد الإحتمالات .

 التالية:

  2d5+  2,  c  1=  2b5+  2a  =4)أ(    

 في هذة الحالة يكون

(a =  1 , b = 0)    و(c =  2 , d = 0)  ، 

  2d5+  2,  c  4=  2b5+  2a  =1)ب(   

 في هذة الحالة يكون

(a =  2 , b = 0)    و(c =  1 , d = 0)  

 2d5+  2,  c  2=  2b5+  2a  =2 )ت(   

 ، وبالتالي هذا الإحتمال مرفوض . Zلكن هاتين المعادلتين ليس لهما حل في 
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يكون وحدة   c + di5  أو  a + bi5. إذن  c + di5 =  1 أو   a + bi5 =  1إذن 

إذن ينتج من  . Z[i5]الحلقة  في  يكون عنصر غير مختزل 2إذن  . Z[i5]الحلقة  في 

  .  1 = (i5 +1 , 2)( أن  213تمرين )

 غير موجود .  (18 , (i5 – 1) 6)  اثبت أن  Z[i5]  في الحلقة .221

           . لاحظ أن  Z[i5]في الحلقة موجود   d = (6 (1 – i5) , 18)نفرض أن الحل: 

18 = 3 × 6 = 3 (1 + i5) (1 – i5)                                                               

.  1 = (i5 +1 , 2). لكن من التمرين السابق يكون     d = 3 (1 – i5) (2 , 1 + i5)إذن

. أي أن                    d | 6إذن .  6 | 18  ,  (i5 – 1) 6 | 6. لكن    d = 3 (1 – i5)إذن 

6 | 3 (1 – i5)  2. إذن | (1 – i5)    إذن يوجد .a + bi5 ∈ Z[i5]                        بحيث ،

1 – i 5 = 2 (a + bi5)   2. إذن a = 1  فيZ  . هذا غير ممكن . إذن الفرض بوجود لكن

إذن لا غير صحيح .  Z[i5]في الحلقة  18 , (i5 – 1) 6قاسم مشترك أعظم للعنصرين 

 .  Z[i5]في الحلقة  18 , (i5 – 1) 6يوجد قاسم مشترك أعظم للعنصرين 

. إذا كان               d = (x , y)بحيث يوجد  x,y ∈ Rمجال متكامل ، وليكن  Rليكن  .222

r ∈ R\{0}   فاثبت أن ،r d = (r x , r y)  . 

.  r ∈ R\{0}. ليكن  d = (x , y)بحيث يوجد  x,y ∈ Rمجال متكامل ، وليكن  Rليكن  الحل:

 r d | r x  ,  r d | r y . إذن d | x , d | y، فإن   d = (x , y). بما أن  e = (r x , r y)نضع  

               . وبما أن e = r d a، بحيث  a ∈ R. إذن يوجد  r d | e. إذن   r ∈ R\{0}، لكل 

r | r x  ,  r | r y  فإن ،r | e  . إذن يوجدb ∈ R  بحيث ،e = r b  إذن .b = d a   لأن(R 

                       . إذن e | r x  ,  e | r yلأنة مجال متكامل( . لكن   ، خالي من قواسم الصفر

r b | r x  ,  r b | r y   إذن .b | x  ,  b | y   إذن .b | d   إذن .d a | d   إذن .a | 1  إذن .a 

 . r d = (r x , r y). إذن   r d  eأن    e = r d a. إذن ينتج من   Rيكون وحدة في 

. إذا كان               m = l.c.m.(x , y)بحيث يوجد   x,y ∈ Rمجال متكامل ، وليكن  Rليكن  .223

r ∈ R\{0}   فاثبت أن ،r m = l.c.m.(r x , r y) . 

. ليكن               m = l.c.m.(x , y)بحيث يوجد  x,y ∈ Rمجال متكامل ، وليكن  Rليكن الحل: 

r ∈ R\{0}  نضع .k = l.c.m.(r x , r y)  بما أن .m = l.c.m.(x , y)                          فإن ،   
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x | m  ,  y | m  إذن .r x | r m  ,  r y | r m  إذن .r m عنصرين ليكون مضاعف مشترك ل

r x , r y  فيR  إذن . k | r m  إذن يوجد .a ∈ R  بحيث ،r m = k a  لكن .r | k                   لأن ،

r | r x  ,  r | r y  إذن يوجد .b ∈ R  بحيث ،k = r b    إذن .r m = r a b  إذن .m = a b 

، فإن                     r x | k  ,  r y | kلأنة مجال متكامل( . وبما أن   ، خالي من قواسم الصفر R)لأن 

r x | r b  ,  r y | r b  إذن .x | b  ,  y | b  إذن .m | b  لكن .m = a b  إذن .a | 1  إذن .a 

 . r m = l.c.m.(r x , r y). إذن  r m  kأن   r m = k a. إذن ينتج من  Rيكون وحدة في 

لكل من العنصرين  (associate)لا يكون شريك  3اثبت أن العنصر  Z[i5]في الحلقة  .224

2 + i5 , 2 – i5  . 

، حيث  u (i5 + 2) = 3إذا وفقط إذا كان        2 + i5  3يكون Z[i5]في الحلقة  الحل:

u لحلقة وحدة في اZ[i5] ( 218. لكن من تمرين ) الحلقة ينتج أنZ[i5]  تحتوي على

 Z[i5]في الحلقة . إذن  u (i5 + 2) ≠ 3. لكن   u =  1. إذن    1 – , 1وحدتين فقط هما 

لا يكون  3العنصر  Z[i5]في الحلقة . بالمثل  i5 + 2لا يكون شريك للعنصر  3العنصر 

 . i5 – 2شريك للعنصر 

                                                                               اثبت أن Z[5]في الحلقة  .225

                                                                             يكون وحدة .    5 – 2)أ(   

                                                           لا يكون وحدة .  5  ,  1 – 5 + 3)ب(   كل من 

                                                                            . 5    3 + 5 – 1)ت(    

 تكون غير مختزلة .   5  ,  3 – 5 + 3 , 2)ث(   العناصر  

                                                                                                         )أ( الحل:

1 / (2 – 5)  =  1/(2 – 5) × (2 + 5)/(2 + 5) = – 2 – 5 ∈ Z[5]             

 .  Z[5]في الحلقة يكون وحدة     5 – 2. إذن العنصر  1 = (2 – 5 – ) (5 – 2)إذن

 )ب(  

 1 / (3 + 5)  =  1/(3 + 5) × (3 – 5)/(3 – 5) = (3/4) – (1/4)5  Z[5] 

 . كذلك Z[5]في الحلقة ليس وحدة     5 + 3إذن العنصر

 1 / (1 – 5)  =  1/(1 – 5) × (1 + 5)/(1 + 5) = (–1/4) – (1/4)5  Z[5] 
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 . Z[5]في الحلقة ليس وحدة     5 – 1إذن العنصر

             . إذن 5 = (3 + 5) (a + b5) – 1  ، بحيث a + b5 ∈ Z[5])ت(  ليكن 

3 a + 5 b = 1   ,   a + 3 b = – 1                                                                   

. لكن من )أ( العنصر         5 = (3 + 5) (2 – 5) – 1. إذن    a = 2  ,  b = – 1إذن  

2 – 5     في الحلقة يكون وحدةZ[5]  1، ومن )ب( كل من العنصران – 5 , 3 + 5 

 .  5    3 + 5 – 1. إذن   Z[5]في الحلقة ليس وحدة 

.  a = 1  ,  2 b = 0 2. إذن   1 = (a + b5) 2  ، بحيث a + b5 ∈ Z[5]ليكن )ث(  

.  Z[5]الحلقة ليس لة معكوس ضربي في  2. إذن العنصر  Zليس لها حل في   a = 1 2لكن  

 ، بحيث a + b5 , c + d5 ∈ Z[5]ليكن .  Z[5]في الحلقة ليس وحدة  2إذن 

 2 = (a + b5) (c + d5)            (1) 

 إذن

 2 = (a – b5) (c – d5)            (2) 

 نحصل على (2)في  (1)بضرب 

 (a2 – 5 b2) (c2 – 5 d2) = 4 

 إذن توجد الإحتمالات التالية:

  (1   )       4=  2d 5 – 2,    c    1=  2b 5 – 2a   

 إذن

a = 1  ,  b = 0  ,  (c , d) = (2 , 0 )  ,  (3 , 1)  ,  (7 , 3) 

 . إذن  (1)مرفوضة لأنها لا تحقق   (7 , 3)  ,  (3 , 1) = (c , d)الإحتمالات  

 a + b5 = 1  ,  c + d5 = 2 

 أو

a + b5 = –1  ,  c + d5 = – 2 

(2        )1=  2d 5 – 2,    c    4=  2b 5 – 2a  

 (1هذة الحالة مثل الإحتمال )

(3        )2=  2d 5 – 2,    c    2=  2b 5 – 2a 

 تحققة .   a,b,c,d ∈ Zلأنة لا يوجد   ، هذا الإحتمال مرفوض

 .  Z[5]الحلقة في  يكون غير مختزل   2العنصرإذن 
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 ، بحيث a + b5 , c + d5 ∈ Z[5]ليكن 

 3 + 5 = (a + b5) (c + d5)            (1) 

 إذن

 3 – 5 = (a – b5) (c – d5)            (2) 

 نحصل على (2)في  (1)بضرب 

 (a2 – 5 b2) (c2 – 5 d2) = 4 

يكون غير  5  ,  3 – 5 + 3، فإن كل من العنصرين   2إذن بالمثل كما في حالة العنصر 

 .  Z[5]الحلقة في  مختزل

  2n b – 2n) = aN(a + b، بحيث   : N ∈, n   Z→ n] [Z N\}0,1{ليكن   .226

                                                                                      . برهن أن a + bn∈ Z[n] لكل

                                                                           يحفظ عملية الضرب .   N)أ(   

                                         .  Z[n]يكون وحدة في الحلقة   N(x) =  1  ⇔  x)ب(   

 . Z[n]يكون عنصر غير مختزل في الحلقة  xعدد أولي ، فإن   N(x))ت(   إذا كان  

 لكل  2n b – 2n) = aN(a + b، بحيث   : N ∈, n Z  → n] [Z N\}0,1{ليكن   الحل:

a + bn∈ Z[n]  . 

. إذن     x = a + bn , y = c + dn. نضع   a + bn , c + dn ∈ Z[n])أ(   ليكن 

nd –y = c n  , b –x = a   2 . إذنn d – 2y = c,  y   2n b – 2x = ax  إذن . 

  N(x) = N(a + bn) = a2 – n b2 =  x x    , 

  N(y) = N(c + dn) = c2 – n d2 =  y y 

 إذن 

  N(x y) = (x y) (x y) = (x x) (y y) = N(x) N(y) 

 يحفظ عملية الضرب .   Nإذن 

أي .  xx  =  1. إذن  N(x) =  1، بحيث   x = a + bn ∈ Z[n]ليكن   (⟸))ب(  

 . إذن  =   2n b – 2a 1 أن 

 1/(a + bn) = 1/(a + bn) × (a – bn)/(a – bn)  
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                    = (a – bn)/( a2 – n b2) 

                    =  (a – bn) ∈ Z[n] 

 . Z[n]يكون وحدة في الحلقة   a + bnإذن  

. إذن                         x y = 1، بحيث  y ∈ Z[n]وحدة . إذن يوجد   x ∈ Z[n]ليكن   (⟹)

N(x y) = N(1) = 1   إذن ينتج من )أ( أن .N(x) N(y) = 1  إذن .N(x) =  1  . 

لا يكون وحدة )من  N(x)يكون عدد أولي . إذن  N(x)، بحيث    x ∈ Z[n])ت(  ليكن 

( .  Zهي كل الوحدات في الحلقة  1 – , 1) لأن  N(x) ≠  1إذن  تعريف العنصر الأولي( . 

. إذن ينتج من  x = y z، بحيث    y,z ∈ Z[n]ليكن  لا يكون وحدة . xإذن ينتج من )ب( أن 

أو               N(y) =  1. إذن  Zعدد أولي في يكون  N(x). لكن  N(x) = N(y) N(z))أ( أن  

N(z) =  1  إذن ينتج من )ب( أن .y   أوz   يكون وحدة في الحلقةZ[n]  إذن .x  يكون

 . Z[n]عنصر غير مختزل في الحلقة 

، أي إذا كان                                 n -بـ  nيظل صحيحاً إذا استبدلنا  التمرين السابقملحوظة: 

}0,1{\N ∈, n   Z→ n] -[Z N :   2، بحيث+ n b 2n) = a-N(a + b                      لكل 

a + b-n∈ Z[-n]  فإن ، 

 يحفظ عملية الضرب .   N)أ(   

 .  Z[-n]يكون وحدة في الحلقة   N(x) =  1  ⇔  x)ب(   

 . Z[-n]يكون عنصر غير مختزل في الحلقة  xعدد أولي ، فإن   N(x))ت(   إذا كان  

 .  = n >  1n ,1 ، عندما   )n]-[Z(*أوجد   .227

التي لها معكوس  Rهي مجموعة كل عناصر  R*حلقة ، فإن  Rلاحظ أولاً أنة إذا كان  الحل:

 .  Rفي  (units)أي مجموعة كل الوحدات  Rضربي في 

 [Z ∈n -a+b-[n، لكل   n b 2n) = a-f(a+b +2بحيث     : Zf]Z→ n] -ليكن  

عدد  nحيث ،  nبدلاً من  n–( بوضع 226المعرف في تمرين ) N هو التطبيق f)لاحظ أن 

  a+b-nأن العنصر  )ب( (226. إذن ينتج من تمرين )  a+b-n ∈ Z[-n]موجب( . ليكن 

عدد موجب .  n. لكن  f(a+b-n) = 1إذا وفقط إذا كان    Z[-n]يكون وحدة في الحلقة 

 .  n b 2a +2  =1إذا وفقط إذا كان   n]-[Z يكون وحدة في الحلقة   n-a+bإذن العنصر 
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إذا وفقط إذا كان                  Z[i]يكون وحدة في الحلقة   a+ib. إذن العنصر  n = 1ليكن  

1=  2+ b 2a   حيث(1-i =  لذلك نفرض أن . )2  =1+ b 2a  1. إذن, b =  0a =      أو

a = 1 , b = 0  إذن في هذة الحالة يوجد في الحلقة .Z[i]                      أربع وحدات فقط هى

i-i , ,  1-,  1   إذن .i}-, i ,  1-,  1= { *[i])Z(  انظر حل آخر لهذة النتيجة في تمرين(

(218. ) ) 

   إذا وفقط إذا كان       n]-[Z يكون وحدة في الحلقة   n-a+b. إذن العنصر   < 1nليكن 

1=  2+ n b 2a  2  =1. لذلك نفرض أن+ n b 2a   0. إذن, b =  1a =   إذن في هذة الحالة .

)انظر حل  )[Z-([n* } =1  ,-1{. إذن   1  ,-1 وحدتين فقط هما  Z]n]- يوجد في الحلقة 

 ( ( .218أخر لهذة النتيجة في تمرين )

إلى حاصل ضرب عناصر غير   5 , 3 , 2حلل كل عدد من الأعداد ،  Z[i]في الحلقة  .228

 . (irreducible)مختزلة 

 . n = -1( بوضع 226هو التطبيق المعرف في تمرين ) Nليكن الحل: 

  2: العدد  أولاً 

2 = (1 + i) (1 – i)   في الحلقةZ[i]  . بما أنN(1 + i) = N(1 – i) = 2    2وبما أن 

  i , 1 – i + 1( )ت( أن كل من 226، فإنة ينتج من تمرين ) Zعنصر )عدد( أولي في الحلقة 

 .  Z[i]في الحلقة  (irreducible)يكون عنصر غير مختزل 

 ً  3: العدد  ثانيا

( )أ( ينتج 226من تمرين ) .  (c+di) (a+bi) = 3، بحيث  a+bi , c+di ∈ Z[i]نفرض أن 

. N(a+bi) N(c+di) = 9 . إذن   N(3) = 9. لكن   N(3) = N(a+bi) N(c+di)أن 

 b 2a +2  =3مرفوض ، لأنة في هذة الحالة يكون    = N(c+di) 3N(a+bi) ,  =3الإحتمال 

.  N(a+bi) = 9 , N(c+di) = 1أو   N(a+bi) = 1 , N(c+di) = 9وهذا غير ممكن . إذن  

يكون  3يكون وحدة . إذن  c+diيكون وحدة أو   a+bi( )ب( أن 226إذن ينتج من تمرين )

 عنصر غير مختزل . 

 ً  5: العدد  ثالثا
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5 = (2 + i) (2 – i)   في الحلقةZ[i]  . بما أنN(2 + i) = N(2 – i) = 5   5وبما أن 

   i , 2 – i + 2( )ت( أن كل من 226، فإنة ينتج من تمرين ) Zعنصر )عدد( أولي في الحلقة 

 .  Z[i]في الحلقة  (irreducible)يكون عنصر غير مختزل 

تكون غير   10  ,  4 – 10 + 4  , 3 , 2اثبت أن العناصر    Z[10]في الحلقة  .229

 مختزلة وغير أولية .

)إن  عنصر غير صفري . المعكوس الضربي لهذا العنصر  a + b10 ∈ Z[10]ليكن الحل:

 ( يكون في الصورة التاليةوُجد

 1/( a + b10) = 1/( a + b10) × (a – b10) / (a – b10) 

                       = (a – b10) /(a2 – 10 b2) 

 إذا وفقط إذا كان                                 Z[10]في الحلقة   a + b10إذن يوجد معكوس ضربي للعنصر 

1=  2b 10 – 2a  .( أن 622لاحظ أنة ينتج من تمرين  )10( )بa + b   يكون وحدة في

، أي إذا وفقط إذا كان                       N(a + b10) = 1إذا وفقط إذا كان   Z[10]الحلقة 

1=  2b 10 – 2a   10. إذن العناصر – 4,    10+  4,   3,  2  في  لا تكون وحدات

 لكل  1) ≠ 10N(a + bأو لأن   1≠  2b 10 – 2a، لأن  10[Z[الحلقة 

 a + b10 ∈ {2 , 3 ,  4 + 10  ,  4 – 10} 

 ، بحيث    a + b10 , c + d10 ∈ Z[10]نفرض الآن أن

 2 = (a + b10) (c + d10) 

 إذن

 2 = (a – b10) (c – d10) 

 إذن

(a2 – 10 b2) (c2 – 10 d2) = 4 

 .  N(x)  N(y) = 4. إذن   x = a + b10  ,  y = c + d10نضع  

 توجد الإحتمالات التالية:

(1   )N(x) =  1  ,  N(y) =  4  

 ( )ب(( .226)انظر تمرين )يكون وحدة  xفي هذة الحالة 

(2  )N(x) =   4  ,  N(y) =  1 
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 ( )ب(( .226يكون وحدة )انظر تمرين ) yفي هذة الحالة 

(3  )N(x) =  2  ,  N(y) =  2 

. لكن هذا لا يتحقق في  =  2d 10 – 2,  c  2 =  2b 10 – 2a 2   إذن في هذة الحالة يكون

Z  . إذن هذا الإحتمال مرفوض . 

يكون عنصر غير  2. إذن  Z[10]يكون وحدة في الحلقة   c + d10أو   a + b10إذن 

في الحلقة يكون عنصر غير مختزل  3بالمثل يمكن اثبات أن  . Z[10]في الحلقة مختزل 

Z[10]  4. والآن نبين أن العنصر + 10   في الحلقة يكون غير مختزلZ[10] .   نفرض

 ، بحيث    a + b10 , c + d10 ∈ Z[10]أن

 4 + 10 = (a + b10) (c + d10) 

 إذن

 4 – 10 = (a – b10) (c – d10) 

 إذن

 (a2 – 10 b2) (c2 – 10 d2) = 6 

 .  N(x)  N(y) = 6. إذن   x = a + b10  ,  y = c + d10نضع  

 توجد الإحتمالات التالية:

(1   )N(x) =  1  ,  N(y) =  6  

 ( )ب(( .226يكون وحدة )انظر تمرين ) xفي هذة الحالة 

(2  )N(x) =   6  ,  N(y) =  1 

 ( )ب(( .226يكون وحدة )انظر تمرين ) yفي هذة الحالة 

(3  )N(x) =  2  ,  N(y) =  3 

. إذن هذا  Z. لكن هذة المعادلة ليس لها حل في  =  2b 10 – 2a 2  إذن في هذة الحالة يكون

 الإحتمال مرفوض . 

(4  )N(x) =  3  ,  N(y) =  2 

. إذن هذا  Z. لكن هذة المعادلة ليس لها حل في  =  2d 10 – 2c 2  إذن في هذة الحالة يكون

 الإحتمال مرفوض .

 10 + 4. إذن  Z[10]يكون وحدة في الحلقة   y = c + d10أو   x = a + b10 إذن 

يكون عنصر  10 – 4بالمثل يمكن اثبات أن  . Z[10]في الحلقة يكون عنصر غير مختزل 

 .  Z[10]في الحلقة غير مختزل 
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 . Z[10]في الحلقة  أوليةكون غير ت 10 , 4 – 10 + 4 , 3 , 2العناصر أن  ثبتوالآن ن

. نفرض أن                    (4 – 10) (10 + 4) | 2، فإن   6 = (4 – 10) (10 + 4)بما أن  

2 | 4 + 10   إذن يوجد .a + b10 ∈ Z[10]     4، بحيث + 10 = 2 (a + b10)  .

في الحلقة  10 + 4لا يقسم    2. إذن   Z. لكن هذة المعادلة ليس لها حل في  b = 1 2 إذن 

Z[10] .   4لا يقسم    2بالمثل – 10  في الحلقةZ[10] يكون عنصر غير أولي  2  . إذن 

. إذن   10 + 4 | 3. نفرض أن   (4 – 10) (10 + 4) | 3أيضاً  . Z[10]في الحلقة 

. لكن  b = 1 3. إذن   10 = 3 (a + b10) + 4، بحيث   a + b10 ∈ Z[10]يوجد 

لا   3بالمثل   . Z[10]في الحلقة  10 + 4لا يقسم    3. إذن   Zهذة المعادلة ليس لها حل في 

 . Z[10]في الحلقة  يكون عنصر غير أولي  3  . إذن Z[10]في الحلقة  10 – 4يقسم  

.   10  | 2 × 3 + 4. إذن  10  | 6 + 4. إذن    10 | (4 + 10) (4 – 10) + 4كذلك

                           ، بحيث a + b10 ∈ Z[10]إذن يوجد .   10  | 2 + 4نفرض أن 

2 = (4 + 10) (a + b10)  إذن .N(2) = N(4 + 10)  N(a + b10)  لأن(N  يحفظ

لكن هذة المعادلة ليس  . 2b 30=  2a 3  +2إذن   .( )أ( ( 622عملية الضرب )انظر تمرين )

بنفس الطريقة ينتج أن        . Z[10]في الحلقة     2لا يقسم  10 + 4. إذن   Zلها حل في 

4 + 10  في الحلقة     3لا يقسمZ[10]  4. إذن + 10 في الحلقة  يكون عنصر غير أولي

Z[10]  4. بالمثل يمكن اثبات أن – 10  في الحلقة  يكون عنصر غير أوليZ[10] . 

  . i 2 – 3أوجد كل العناصر الشريكة للعنصر   Z[i]في الحلقة   .230

، بحيث  u ∈ Z[i]. إذن يوجد وحدة   2i    a + bi – 3، بحبث   a + bi ∈ Z[i]ليكن  الحل:

3 – 2 i = u (a + bi) ( 218. لكن من تمرين )( 227أو تمرين ) 1 - , 1ينتج أن , i . – i 

 . u ∈ {1 , –1 , i , – i}. إذن   Z[i]في الحلقة هي كل الوحدات 

 .  a + bi = 3 – 2 i      يكون   u = 1      عندما 

 .  a + bi = – 3 + 2 iيكون      u = – 1وعندما  

 .   a + bi = – 2 – 3 iيكون           u = iوعندما

 .  a + bi = 2 + 3 i     يكون   u =  – i  وعندما 

 هى Z[i]في الحلقة   i 2 – 3إذن العناصر الشريكة للعنصر 

 3 – 2 i  ,  – 3 + 2 i  , – 2 – 3 i  , 2 + 3 i 

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



200 
 

 . i3 + 2 أوجد كل العناصر الشريكة للعنصر Z[i3]في الحلقة   .231

. إذن يوجد وحدة                i3    a + bi3 + 2، بحبث   a + bi3 ∈ Z[i3]ليكن   الحل:

u ∈ Z[i3]  2، بحيث + i3 = u (a + bi3) ( 218. لكن من تمرين) ( 227أو تمرين) 

 . u ∈ {1 , –1}. إذن   Z[i3]كل الوحدات في الحلقة هى    1 – , 1ينتج أن

 .  a + bi3 = 2 + i3يكون    u = 1     عندما 

 . a + bi3 = – 2 – i3يكون    u = – 1وعندما 

 هى Z[i3]في الحلقة   i3 +2إذن العناصر الشريكة للعنصر 

 2 + i3  , – 2 – i3  

 . i5 + 2 أوجد كل العناصر الشريكة للعنصر Z[i5]في الحلقة   .232

. إذن يوجد وحدة                i5    a + bi5 + 2، بحبث   a + bi5 ∈ Z[i5]ليكن   الحل:

u ∈ Z[i5]  2، بحيث + i5 = u (a + bi5) ( 218. لكن من تمرين )( 227أو تمرين )

 . u ∈ {1 , –1}. إذن   Z[i5]هى كل الوحدات في الحلقة    1 – , 1ينتج أن

 .  a + bi5 = 2 + i5    يكون   u = 1    عندما 

 . a + bi5 = – 2 – i5يكون    u = – 1وعندما 

 هى Z[i5]في الحلقة   i5 +2إذن العناصر الشريكة للعنصر 

 2 + i5 , – 2 – i5 

   . 8 أوجد كل العناصر الشريكة للعنصر 12Zفي الحلقة   .233

   . لكن u x=  8، بحيث     12Z ∈u. إذن يوجد وحدة   x  8 ، بحيث   12Z ∈xليكن    الحل:

 .  12Zهي كل الوحدات في الحلقة  1  ,5  ,7  ,11

 .  x = 8  ، فإن u = 1     عندما

 .  x = 4  ، فإن u = 5وعندما   

 .  x = 8  ، فإن   u = 7وعندما 

 .  x = 4  ، فإن u = 11وعندما 

 . 12Zفي الحلقة  8هى كل العناصر الشريكة للعنصر   12Z ∈ 8,  4إذن  
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 . 6 أوجد كل العناصر الشريكة للعنصر 10Zفي الحلقة   .234

  . لكن u x=  6، بحيث    10Z ∈u. إذن يوجد وحدة   x  6، بحيث    10Z ∈xليكن   الحل:

 إذن.  10Zهي كل الوحدات في الحلقة  1  ,3  ,7  ,9

 .  x = 6، فإن     u = 1عندما 

 .  x = 2، فإن  u = 3وعندما  

 .  x = 8، فإن   u = 7وعندما 

                                                                                        .  x = 4، فإن   u = 9وعندما 

 .  10Zفي الحلقة  6هى كل العناصر الشريكة للعنصر   10Z ∈ 8,  6,  4,  2إذن 

تشاكل حلقي .  f : R → S، وليكن  (nilpotent ring)حلقة متلاشية القوى  Rيكن ل .235

 برهن أن                                                                                                                      

تكون متلاشية القوى .                                                                 R)أ(     كل حلقة جزئية من 

 تكون حلقة متلاشية القوى .  f(R))ب(  

بما  تشاكل حلقي . f : R → S، وليكن  (nilpotent ring)حلقة متلاشية القوى  Rليكن  الحل:

 nعددها  R، بحيث يكون ضرب أي عناصر من  n ∈ Nمتلاشية القوى ، فإنة يوجد  R أن

 .  0ساوي ي

                                . إذن S ∈ nx, …, 2, x 1xليكن و ، Rحلقة جزئية من  S)أ(   ليكن 

R ⊆S  ∈ nx…  2x 1x  .   0إذن= n x…  2x 1x  إذن .S   . تكون متلاشية القوى 

. ليكن                             Rتكون حلقة جزئية من  f(R)، فإن تشاكل حلقي  f : R → S)ب(  بما أن 

 f(R)∈  nx, … ,  2, x 1x  إذن يوجد .R ∈ ny,…,  2, y1y                                         بحيث ،

)n= f(y nx) , … , 2= f(y 2) , x1= f(y 1x  إذن .                                                 

                    0) = 0) = f(ny…  2y 1f(y=  )nf(y) … 2) f(y1f(y= n x…  2x 1x          

 تكون متلاشية القوى .  f(R)إذن 

حلقة متلاشية القوى   I , R / I. إذا كان كل من  Rمثالي في  Iحلقة ، وليكن  Rليكن  .236

(nilpotent ring)  فبرهن أن ،R  تكون حلقة متلاشية القوى(nilpotent ring) . 
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تكون حلقة متلاشية  I , R / I. نفرض أن كل من  Rمثالي في  Iحلقة ، وليكن  Rليكن الحل: 

                                 . ليكن 0= { nI) / }  ,  (R0= { mI{I} = {، بحيث   N ∈m,nإذن يوجد  القوى . 

R ∈ nx, …, 2, x 1x   إذن .R / I ∈+ I  nx,…, + I  1x إذن .                                                   

                                                  + I) = I n(x… + I)  1) + I = (xnx…  2x 1(x    

.  Iيكون عنصر في  nعددها  R. هذا يعني أن ضرب أي عناصر في  I ∈ nx…  2x 1xإذن  

                                                                      . إذن R ∈ mna,…,  2, a 1a  ليكن

           I ∈) mna…   1)n+1-(ma  1)n+1-(m(a… , ) , n2a…  2n+a 1n+) , (ana…  2a 1(a                  

                                                                                         إذن.  mI } =0{ لكن

                     )mn… a1)n+1 -(ma  1)n+1-(m(a) … 2n… a n+2a n+1) (an… a 2a 1(a=   mn… a 2a 1a

= 0                                                                                                               

 تكون حلقة متلاشية القوى .  R إذن.  0يساوي   mn  عددها Rذن ضرب أي عناصر في إ

 Ideals –المثاليات    

مثالي ، فاثبت أن  Rحلقة خالية من قواسم الصفر . إذا كانت كل حلقة جزئية من  Rليكن  .237

R . تكون حلقة ابدالية 

تكون مثالي .  Rحلقة خالية من قواسم الصفر . نفرض أن كل حلقة جزئية من  Rليكن  الحل:

تكون حلقة  C(r). من الواضح أن C(r) = { s ∈ R | s r = r s } ، وليكن  r ∈ R\{0}ليكن 

يكون مثالي  C(r)تكون مثالي ينتج أن  R. إذن من الفرض بأن كل حلقة جزئية من  Rجزئية من 

. إذن  r = r (s r) (s r). إذن  s r ∈ C(r)إذن  . s ∈ Rليكن  . R C(r) ⊆ C(r)إذن   . Rفي 

(s r) r – r (s r) = 0   إذن .(s r – r s) r = 0  لكن .r ≠ 0  إذن من الفرض بأن .R  خالية

.  R ⊆ C(r)إذن  . s ∈ C(r). إذن  s r = r s. إذن  s r – r s = 0من قواسم الصفر ينتج أن 

  تكون حلقة ابدالية . R. إذن  R = C(r)إذن 

 .  Rإلى  Rاثبت أنة يوجد بالضبط تشاكلين حلقيين من  .238

يكون حقل .  R. لكن  Rيكون مثالي في   Ker(f )إذن تشاكل حلقي .  f : R → Rليكن الحل: 

. إذا كان  Ker(f ) = Rأو    Ker(f ) = {0}لا يحتوي على مثاليات غير بديهية . إذن  Rإذن 

Ker(f ) = R  فإن ،f(x) = 0  لكل ،x ∈ R  وبالتالي .f  في هذة الحالة هو التشاكل الحلقي
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، فإنة ينتج من مبرهنة التماثل الأولى )مبرهنة التشاكل(  Ker(f ) = {0}الصفري . وإذا كان 

 fيكون شامل . إذن  f. إذن  f(R) = R. إذن  R ≅ R / Ker(f ) ≅ f(R)في الحلقات أن  

. إذن يوجد بالضبط  x ∈ Rلكل  f(x) = x( أن 196يكون تماثل حلقي . إذن ينتج من تمرين )

هما التشاكل الصفري وتشاكل الوحدة )أي الذي يرسم كل عنصر  Rإلى  Rتشاكليين حلقيين من 

 نفسة( .إلى 

 إذا كان.  Rمثاليات في  A,B,Cليكن و ،حلقة  Rليكن  .239

  A : B = { r ∈ R | r B ⊆ A}  

 فبرهن أن ، 

 .  Rيكون مثالي في  A : B)أ(    

 . A ⊆ A : B)ب(  

)ت(  إذا كان  
I ∈i 

}i{A  فصل مثاليات فيR  فإن ، 

 (⋂
i ∈ I

 Ai) : B = ⋂
i ∈ I

 (Ai : B) 

 )ث(  إذا كان
I ∈i 

}i{B  فصل مثاليات فيR فإن ، 

A : 
i ∈ I Bi = ⋂

i ∈ I
 (A : Bi) 

 . A : C B = (A : B) : C)ج(  

 . نفرض أن  Rمثاليات في  A,B,Cحلقة ، وليكن  Rليكن  الحل:

  A : B = { r ∈ R | r B ⊆ A}  

 B = r B – s B ⊆ A (r – s). إذن  r B ⊆ A  ,  s B ⊆ Aإذن  .  r,s ∈ A : Bليكن   )أ( 

ون زمرة كت A : B. إذن  r – s ∈ A : B. إذن  Rتكون زمرة جزئية جمعية من  A، لأن 

                            . إذن s B ⊆ A. إذن  r ∈ R , s ∈ A : B. ليكن  Rجزئية جمعية من 

(r s) B = r (s B) ⊆ A  لأن ،A  مثالي فيR  وبالتاليR A ⊆ A إذن .                                

R (A : B) ⊆ A : B  إذن .A : B  يكون مثالي فيR . 

، لكل       a B ⊆ A. إذن  A B ⊆ A. إذن   A R ⊆ A، فإن   Rمثالي في  A)ب(  بما أن 

a ∈ A   إذن .a ∈ A : B  لكل ،a ∈ A  إذن .A ⊆ A : B  . 
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)ت(  ليكن 
I ∈i 

}i{A  فصل مثاليات فيR   إذن .iA 
I ∈i 

                . ليكن Rيكون مثالي في   ⋂

) : BiA 
I ∈i 

⋂( ∈ r إذن .  iA 
I ∈i 

⋂ ⊆ r B  إذن .iA ⊆r B   لكل ،I ∈i                إذن .

: B iA ∈r   لكل ،I ∈i  إذن . : B) i(A 
I ∈i 

⋂ ∈ r  إذن . 

(⋂
i ∈ I

 Ai) : B  ⊆  ⋂
i ∈ I

 (Ai : B) 

 B) i(A : ليكن 
I ∈i 

⋂ ∈ s   إذن .: B iA ∈s   لكل ،I ∈i   . إذنiA ⊆s B   لكل ،I ∈i  . 

 iAإذن  
I ∈i 

⋂ ⊆ s B إذن .  ) : BiA 
I ∈i 

⋂( ∈ s  إذن . 

⋂
i ∈ I

 (Ai : B) ⊆ (⋂
i ∈ I

 Ai) : B 

 إذن

(⋂
i ∈ I

 Ai) : B = ⋂
i ∈ I

 (Ai : B) 

 )ث(  ليكن 
I ∈i 

}i{B  فصل مثاليات فيR   إذن .iB I ∈i 
   يكون مثالي فيR .                  ليكن 

 iB I ∈i 
A :  ∈ r   إذن .A ⊆) iB I ∈i 

( r  إذن .A ⊆ ir B I ∈i 
  إذن .A ⊆ ir B  لكل ،

I ∈i    إذن .iA : B ∈r   لكل ،I ∈i  إذن .  )i(A : B 
I ∈i 

⋂∈ r  إذن .                          

                                                                        )i(A : B 
I ∈i 

⋂  ⊆ iB I ∈i 
A :                                                                        

 i(A : B(ليكن  
I ∈i 

⋂ ∈ s   إذن .iA : B ∈s   لكل ،I ∈i    إذن .A ⊆ is B  لكل ،I ∈i   .

 A⊆  is B  إذن 
I ∈i 

 إذن .  A⊆ ) iB 
I ∈i 

( s   إذن .iB I ∈i 
A :  ∈ s إذن .              

                                                                                                              iB I ∈i 
A :   ⊆) i(A : B 

I ∈i 
⋂                                                                               

                                                                                                                      إذن

                                                                       )i(A : B 
I ∈i 

⋂ =   iB I ∈i 
A :   

،  B ⊆ A (r c). إذن   B ⊆ A (r C). إذن   r (C B) ⊆ A. إذن  r ∈ A : C B)ج(  ليكن  

. إذن                                        r C ⊆ A : B. إذن   c ∈ C، لكل  r c ∈ A : B. إذن  c ∈ Cلكل 

r ∈ (A : B) : C   إذن .A : C B ⊆ (A : B) : C  ليكن .s ∈ (A : B) : C           إذن .

s C ⊆ A : B  إذن .s c ∈ A : B  لكل ،c ∈ C   إذن .s c B ⊆ A  لكل ،c ∈ C     إذن .

s (C B) ⊆ A   إذن .s ∈ A : C B   إذن .(A : B) : C ⊆ A : C B                            إذن .

A : C B = (A : B) : C . 
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 . 2 , 2+32+3مولد بالعنصرين  Rيكون مثالي في الحلقة   Z[2]برهن أن  .240

                                                      . إذن  a+b2 , c+d2 ∈ Z[2]ليكن الحل: 

(a+b2) – (c+d2) = (a – c) + (b – d)2  ∈ Z[2]  ,                               

(a+b2) (c+d2) = (ac+2bd) + (ad+bc)2  ∈ Z[2] .                                     

.  r ∈ R . ليكن  R (Z[2]) ⊆ Z[2]. نبين أن  Rتكون حلقة جزئية من الحلقة  Z[2]إذن 

ابدالية . إذن تكون . لاحظ أن عملية ضرب الأعداد    r (a+b2) = ra+rb2 ∈ Z[2]إذن

Z[2]  يكون مثالي في الحلقةR .  والآن نبين أن المثاليZ[2]  بالعنصرينيتولد          

3+2 , 2+32 أن نبين ، أيZ[2] = < 3+2 , 2+32 >    بما أن .R  حلقة ابدالية

                                                                                         وتحتوي محايد ، فإن 

< 3+2 , 2+32 > = { r (3+2) + s (2+32)  |  r , s ∈ R }                                                

                   . إذن   a+b2 = x (3+2) + y (2+32)نضع .  a+b2 ∈ Z[2]ليكن 

3 x + 2 y = a   ,   x + 3 y = b                                                                                                                                         

. إذن          x = (3 a – 2 b) / 7  ,  y = (3 b – a) / 7بحل هاتين المعادلتين نحصل على  

x , y ∈ R   إذن .a+b2 ∈ < 3+2 , 2+32 >  إذن . 

 Z[2]  ⊆  < 3+2 , 2+32 > 

 لكن 

 < 3+2 , 2+32 >  ⊆  Z[2]   

 .< Z[2]  =  < 3+2 , 2+32    إذن

هي مجموعة كل العناصر المتلاشية  Iحلقة ابدالية وتحتوي محايد ، وليكن  Rليكن  .241

                                                        . برهن أن  Rفي  (nilpotent elements)القوى 

                                                                               .  Rيكون مثالي في  I)أ(    

 لا يحتوي على عناصر متلاشية القوى غير العنصر الصفري .  R / I)ب(  

هي مجموعة كل العناصر المتلاشية القوى  Iحلقة ابدالية وتحتوي محايد ، وليكن  Rليكن : الحل

 .  Rفي 
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، بحيث       m,n ∈ N. إذن يوجد  x,y ∈ I. ليكن   ∅ ≠ I. إذن  I ∋ 0)أ(  من الواضح أن 

0=  n, y  0=  mx   إذن ينتج من مبرهنة ذات الحدين .)Binomial theorem(            أن

0=  m+ny) –(x   إذن .y –x    يكون عنصر متلاشي القوى فيR  إذن .I ∈y  –x  إذن .      

I   تكون زمرة جزئية جمعية من الزمرة(R , +)  ليكن .r ∈ R  بما أن .R                                    حلقة ابدالية ، فإن

0=  mx m= r m(r x)  إذن .r x  يكون عنصر متلاشي القوى فيR  إذن .I ∈r x        إذن .

R I ⊆ I  وبالتالي .I R ⊆ I  لأن(R  إذن . )حلقة ابداليةI  يكون مثالي فيR  . 

                  ، بحيث m ∈ Nعنصر متلاشي القوى . إذن يوجد  x + I ∈ R / I)ب(  ليكن 

 = I m(x + I)   إذن .+ I = I mx  إذن .I ∈ mx  إذن .mx يكون عنصر متلاشي القوى في   

R  إذن يوجد .N ∈n   0، بحيث=  n)m(x  0. إذن=  mnx  إذن .x  يكون عنصر متلاشي القوى

لا يحتوي على عناصر متلاشية القوى غير   R / I. إذن   x + I = I. إذن  x ∈ I. إذن  Rفي 

  العنصر   الصفري .

                                           . برهن أن Rمثاليين في  I , Jحلقة ، وليكن  Rليكن  .242

R = I + J  ⇔  x + I ⋂ y + J ≠  ∅  , ∀ x,y ∈ R                                           

 . Rمثاليين في  I , Jحلقة ، وليكن  Rليكن  الحل:

. إذن                                       x ∈ R , y ∈ J. ليكن  x,y ∈ Rلكل  ،    ∅  ≠ x + I ⋂ y + Jليكن  (⟸)

x + I ⋂ J ≠  ∅  .وجد إذن يa ∈ I , b ∈ J  بحيث ،x + a = b  إذن .x = – a + b إذن .  

x ∈ I + J  إذن .R ⊆ I +J  .R = I + J . 

، بحيث                   a,u ∈ I , b,v ∈ J. إذن يوجد  x,y ∈ R. ليكن  R = I + J  ليكن  (⟹)

x = a + b , y = u + v  إذن .x + I = b + I  ,  y + J = u + J إذن .                         

b + u ∈ b + I ⋂ u + J = x + I ⋂ y + J                                                                                                             

 . x,y ∈ R، لكل  ∅  ≠ x + I ⋂ y + Jإذن  

، بحيث     Rمثاليين غير صفريين في  I , J. وليكن  R ∋ 1حلقة ابدالية ، بحيث Rليكن  .243

I ⋂ J = {0} , I + J = R  برهن أن .R ≅ I × J  . 

، بحيث     Rمثاليين غير صفريين في  I , J. وليكن  R ∋ 1حلقة ابدالية ، بحيث Rليكن  الحل:

I ⋂ J = {0} , I + J = R  بما أن .I , J  مثاليين فيR  فإن كل من ،I , J  يكون حلقة جزئية

. بما أن                             يكون حلقة ) بالنسبة لعمليتي جمع وضرب المركبات(  I × J. إذن  Rمن 
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1 ∈ R , I + J = R  فإنة يوجد ،a ∈ I , b ∈ J    بحيثa + b = 1  ليكن .u ∈ I      إذن . 

a u + b u = u بما أن .b u ∈ I ⋂ J  , I ⋂ J = {0}     فإن ،b u = 0                      إذن .

u a = a u = u  لكل ،u ∈ I  لأن الحلقة(R  . )إذن ابداليةa  يكون عنصر محايد )ضربي( في

. بما أن                                        a v + b v = v . إذن  v ∈ J. ليكن  Iالحلقة )الجزئية( 

a v ∈ I ⋂ J  , I ⋂ J = {0}     فإن ،a v = 0  إذن .v b = b v = v  لكل ،v ∈ J  لأن(

 (a , b)إذن .  Jيكون عنصر محايد )ضربي( في الحلقة )الجزئية(  bابدالية( . إذن  Rالحلقة 

حيث   f(r) = (u , v)، بحيث   f : R → I × J. ليكن   I × Jيكون عنصر محايد في الحلقة  

u + v = r  لكلr ∈ R  نبرهن أن .f . بما أن  يكون تماثل حلقيI ⋂ J = {0} , I + J = R  ،

، حيث  r = a + bلة تمثيلاً وحيداً في الصورة   r ∈ R. وبالتالي كل عنصر  R = I  Jفإن  

a ∈ I  ,  b ∈ J  ليكن .r,r' ∈ R يوجد . إذنa,a' ∈ I , b,b' ∈ J                             بحيث ،

r = a + b , r' = a' + b'  إذن . 

r = r'  ⇔  r = a + b = a' + b' = r'  , a,a' ∈ I , b,b' ∈ J    

           ⇔  a = a' , b = b'  , a,a' ∈ I , b,b' ∈ J    

          ⇔  f(r) = (a , b) = (a' , b') = f(r')   , a,a' ∈ I , b,b' ∈ J    

يكون  fيكون شامل أيضاً . إذن  fومن الواضح أن يكون تطبيق معرف جيداً ومتباين .  fإذن 

 كذلك تقابل .

f(r + r') = f(a + b + a' + b') = f((a + a') + (b + b')) = ((a + a') , (b + b')) 

             = (a , b) + (a' , b') = f(r) + f(r')  , 

f(r r') = f((a + b) (a' + b')) = f(a a' + a b' + a' b +b b') = f(a a' + b b') 

         = (a a' , b b') = (a , b) (a' , b') = f(r) f(r') 

 يكون تماثل حلقي . fتقابل ، فإن  fوبما أن  يكون تشاكل حلقي . fإذن 

          بحيث   : R × R → Rليكن  عنصر ثابت .  a ∈ Rحلقة ، وليكن  Rليكن   .244

x  y = x a y   لكلx,y ∈ R  .برهن أن 

 .  Rعملية ثنائية داخلية على تكون   )أ(    

 . Rالحلقة هي عملية الجمع على  +يكون حلقة ، حيث   = (R , + ,  ^R()ب(  

 . R^يكون مثالي في الحلقة    0R | a x a =  ∈I = {x{)ت(  

 تحتوي محايد .  I /^R. إذن الحلقة   a = a ra، بحيث    I \R  ∈ r)ث(  ليكن  
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                            بحيث   : R × R → Rليكن  عنصر ثابت ، و a ∈ Rحلقة ، وليكن  Rليكن الحل: 

x  y = x a y   لكلx,y ∈ R . 

.  R × R ∋ ('x' , y) , (x , y)ليكن  . x,y ∈ Rلكل   x  y = x a y ∈ Rلاحظ أولاً أن  )أ( 

 إذن

 (x , y) = (x' , y')  ⇔  x = x'  ,  y = y'  ⟹   x a y = x' a y '   

                                ⇔  x  y = x'  y' 

 . Rعملية ثنائية داخلية على تكون  يكون تطبيق معرف جيداً . إذن  إذن 

.  تكون مغلقة بالنسبة للعملية  Rإذن .  x  y = x a y ∈ R. إذن  x,y,z ∈ R)ب(  ليكن 

                                                     دامجة ، فإن  Rوبما أن عملية الضرب على الحلقة 

x  (y  z) = x a (y a z) = (x a y) a z = (x  y) a z = (x  y)  z                                                  

موزعة شمالياً ويمينياً بالنسبة  Rتكون عملية دامجة . وبما أن عملية الضرب على الحلقة  إذن 

 لعملية الجمع ، فإن

   x  (y + z) = x a (y +z) = x a y + x a z = (x  y) + (x  z)  ,  

  (y + z)  x = (y + z) a x = y a x + z a x = (y  x) + (z  x)                          

 تكون حلقة . R^تكون موزعة شمالياً ويمينياً بالنسبة لعملية الجمع + . إذن  إذن العملية 

 . إذن x,y ∈ I. ليكن  I = {x ∈ R | a x a = 0}ليكن    )ت(

  a (x – y) a = a x a – a y a = 0 

 . إذن r ∈ R. ليكن  (+ , R)يكون زمرة جزئية من الزمرة   I. إذن  x – y ∈ Iإذن  

 a (r  x) a = a (r a x) a = a r (a x a) = a r 0 = 0 

 . كذلك R  I ⊆ I. إذن  r ∈ R , x ∈ I، لكل   r  x ∈ Iإذن  

 a (x  r) a = a (x a r) a = (a x a) r a = 0 r a = 0 

 . R^يكون مثالي في الحلقة  Iإذن  .  I ⊆R  I. إذن   I ∈R , x  ∈r، لكل    I ∈r  xإذن  

 . إذن   I /^R ∈x + I. ليكن  a r a = a، بحيث     I \R  ∈r)ث(  ليكن  

 a (r a x – x) a = (a r a) x a – a x a = a x a – a x a = 0 

 كذلك.  I = x + I + (r a x). إذن  r a x – x ∈ I إذن 

 a (x a r – x) a = a x (a r a) – a x a = a x a – a x a = 0 

 . I = x + I + (x a r). إذن  x a r – x ∈ I إذن 
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 إذن 

 (r + I)  (x + I) = (r  x) + I = (r a x) + I = x + I  , 

 (x + I)  (r + I) = (x  r) + I = (x a r) + I = x + I 

 . I /^Rيكون عنصر محايد في الحلقة   r + Iإذن  

. اثبت أنة  n  nRمثالي في حلقة المصفوفات  Iليكن و.  R ∈ 1حلقة وليكن  Rليكن  .245

 .  )n  n)Z12/ Z. أوجد كذلك كل المثاليات في الحلقة  n  nI = J ، بحيث   Rفي  Jيوجد مثالي 

هي  Jليكن  . n  nRمثالي في حلقة المصفوفات  I. وليكن  R ∈ 1حلقة وليكن  Rليكن الحل: 

                         . إذن يوجد x,y ∈ J. ليكن  Iمجموعة كل عناصر المصفوفات التي تنتمي إلى 

]ij= [b B ,] ij= [a A  فيI ،  بحيثst, y = b ijax =    حيثn},…,1,2{ ∈i,j,s,t   . لاحظ

لأن: ليكن    )ايضاً  Iيعطي مصفوفة في  Iأن تبديل أي صفين أو عمودين في مصفوفة ما في 

I ∈C   وليكن .s,tI   هي مصفوفة الوحدة فيn  nR يبعد تبديل الصفين رقم s , t  .                  إذن

I ∈C  s,tI    لأن ،I ⊆I   n  nR  لاحظ أن .C s,tI   هي المصفوفةC  بعد تبديل الصفين رقمي

s , t  ليكن .s,tI  هي مصفوفة الوحدة فيn  nR  بعد تبديل العمودين رقميs , t                   إذن .

I ∈ s,tC I    لأن ،I ⊆  n  nI R  لاحظ أن . s,tC I   هي المصفوفةC  بعد تبديل العمودين

، فإن                  I ∈A,Dبما أن .  st= b ijd  . إذن t,jB) I si,D = ( Iليكن  . ( s , tرقمي 

I ∈D  –A    بما أن .ijd – ij= a stb – ijy = a –x   فإن ،y –x   رقم  عنصرالهوij  في 

. ليكن  (+ , R)تكون زمرة جزئية من الزمرة  Jإذن  . x – y ∈ J. إذن  A – D ∈ Iالمصفوفة 

R ∈r   وليكن .E  هي مصفوفة الوحدة في الحلقة n  nR  بعد ضرب الصف رقمi  فيr  لاحظ .

إذن                 من الشمال . rفي  iبعد ضرب الصف رقم  Aهي المصفوفة  E Aوأن   E A ∈ Iأن 

ijr x = r a  هو العنصر رقمij  في المصفوفةE A  إذن .J ∈r x   إذن .J ⊆R J   . ليكنK 

وأن    I ∈A K. لاحظ أن  rفي  jبعد ضرب العمود رقم  n  nRهي مصفوفة الوحدة في الحلقة  

A K  هي المصفوفةA  بعد ضرب العمود رقمj  فيr . إذن   من اليمينrij x r = a  هو العنصر

. إذن        Rيكون مثالي في  J. إذن  J R ⊆ J. إذن  x r ∈ J. إذن  A Kفي المصفوفة  ijرقم 

 n  nI = J  .لاحظ أن 

 Z / 12Z  ,  2Z / 12Z  , 3Z / 12Z  ,  4Z / 12Z  ,  6Z / 12Z  , {0} . 

 .    Z / 12Zهي كل المثاليات في الحلقة  

NOT FOR SALE

Prof. Fawzan Ismail Sedki



210 
 

 هي  )n  n)Z12/ Zإذن كل المثاليات في الحلقة 

(Z / 12Z)n × n  ,  (2Z / 12Z)n × n  , (3Z / 12Z)n × n  ,  (4Z / 12Z)n × n  ,                  

(6Z / 12Z)n × n  , {0} . 

       . برهن أن x,y ∈ R\{0}، وليكن  (integral domain)مجال متكامل  Rليكن  .246

y   قاسم فعلي(proper divisor)  لـx  ⇔   < x >    < y >  

 . x,y ∈ R\{0}، وليكن  (integral domain)مجال متكامل  Rليكن الحل: 

إذن .  yلـ  ليس شريك  xليس وحدة  و  yو   y | x. إذن  xقاسم فعلي لـ   yنفرض أن   (⟸)

مجال  R( . بما  Rهي مجموعة الوحدات في  R*)حيث  x = a y، بحيث   R \R  ∈a*يوجد 

. بما أن   x > = R x  ,  < y > = R y > متكامل ) بالتالي يكون ابدالي ويحتوي محايد( ، فإن

x = a y   فإن ،x ∈ < y > إذن . < x >  ⊆  < y >  نبين الآن أن .< x > ≠ < y >  .

. إذن  y = b x، بحيث   b ∈ R. إذن يوجد   < y ∈ < x. إذن  < x > = < y >نفرض أن  

x = a y = a b x   إذن .(1 – a b) x = 0  لكن .R  خالي من قواسم الصفر )لأنة مجال

         يكون وحدة ، أي أن a. إذن  a b = 1( . إذن x ≠ 0)لأن  a b = 0 – 1متكامل( . إذن 

*R ∈a  .  وهذا يتناقض مع الفرض*R \R  ∈a   إذن .> y≠ < x > <  إذن .                         

< x >    < y >  . 

، بحيث        r ∈ R. إذن يوجد  x ∈ < y > = R y. إذن   < x >    < y >ليكن    (⟹)

x = r y  إذن .y | x  نفرض أن .*R ∈r    أي نفرض أن ،r  يكون وحدة . إذن يوجدR ∈s   ،

.   > < x<  ⊆y <. إذن    x > = R x<  ∈y. إذن   s x x 1-y = r =. إذن    = 1r sبحيث  

. إذن  *r  R. إذن  < x > ≠ < y >. لكن هذا يتناقض مع الفرض بأن  < x > = < y >إذن 

y  يكون قاسم فعلي لـx  . 

 . ليكن Rمثالي في  Iحلقة ابدالية تحتوي محايد ، وليكن  Rليكن  .247

 I = { x ∈ R  |   n ∈ N , s. t.  xn ∈ I} 

 ( I  يسمى جذرI (radical of I)  ويسمى أيضاً جذر تلاشيI (nil radical of I) ) 

 برهن أن 

 .  Iويحتوي  Rيكون مثالي في      I)أ(  

 .  ( I) =  I)ب(   
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 . ليكن Rمثالي في  Iحلقة ابدالية تحتوي محايد ، وليكن  Rليكن الحل: 

  I = { x ∈ R  |   n ∈ N , s. t.  xn ∈ I} 

،  m,n ∈ N. إذن يوجد  x,y ∈  I. ليكن   ∅ ≠  I. إذن   I ∋ 0)أ(  من الواضح أن 

يكون زمرة جزئية  I . إذن   I  ∈y  –x. إذن   I ∈ 1-m+ny) –(x. إذن  I ∈ n, y mxبحيث 

حلقة ابدالية . إذن  R، لأن  mx m= r m(r x). إذن    R ∈r. ليكن  )R (+ ,جمعية من الزمرة  

I ∈ m(r x)   إذن .I  ∈r x   إذن .I  ⊆I  R   إذن .I   يكون مثالي فيR  . ومن الواضح

 . I ⊆  Iأن  

 المعرفة كما يلي: R / Iمن  Kنعتبر المجموعة الجزئية حل آخر: 

x + I ∈ K   إذا وفقط إذا كانx + I    عنصر متلاشي القوى(nilpotent) 

. إذن ينتج من تمرين  R / Iهي مجموعة كل العناصر المتلاشية القوى في الحلقة  Kأي أن 

هو التشاكل القانوني   : R → R / I. ليكن  R / Iتكون مثالي في الحلقة  K( )أ( أن 241)

(canonical homomorphism)  إذن .(x) = x + I  , ∀ x ∈ R  بما أن .K  مثالي فيR 

 . لاحظ أن  Rيكون مثالي في   1-(K)، فإن 

  x ∈  I  ⇔   n ∈ N s. t.  xn ∈ I   

                 ⇔   n ∈ N  s. t. (x + I)n = I  

               ⇔  x + I ∈ K 

 إذن 

 -1(K) = {x ∈ R | (x) ∈ K} 

            = {x ∈ R | x + I ∈ K} 

            = {x ∈ R | x ∈  I} 

            =  I 

 .  Iويحتوي  Rيكون مثالي في   Iإذن 

 )ب(  

 x ∈  ( I )  ⟹  m ∈ N s. t.   xm ∈  I   ⟹   n ∈ N , s. t. (xm)n ∈ I 

                     ⟹  xmn ∈ I  ⟹  x ∈  I 

 .   ( I ) =  I. إذن    I ⊆  ( I )يكون   . لكن من )أ(  ( I ) ⊆  Iإذن  
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مثاليين في  I , Jتشاكل حلقي . ليكن  f : R → Sحلقتين ابداليتين ، وليكن   R , Sليكن  .248

R , S على الترتيب . برهن أن 

 . Ker(f) ⊆ Iشامل و   f، ويحدث التساوي إذا كان   f( I) ⊆  f(I))أ(   

 . (1-(J) = f1-f  (J)ب(  

مثاليين في  I , Jتشاكل حلقي . ليكن  f : R → Sحلقتين ابداليتين ، وليكن   R , Sليكن الحل:  

R , S . كما في التمرين السابق ، فإن  على الترتيب I  يكون مثالي فيR معرف كما يليو 

 I = { x ∈ R  |   n ∈ N , s. t.  xn ∈ I} 

، فإنة يوجد  y ∈  Iبما أن .  x = f(y)، بحيث   y ∈  I. إذن يوجد   x ∈ f( I) ليكن)أ(   

N ∈n   بحيثI ∈ ny  لكن .f   تشاكل حلقي . إذنf(I) ∈) n= f(y n= (f(y)) nx               إذن .

x ∈  f(I)  إذن .f( I) ⊆  f(I)  . ليكنf   شامل وKer(f) ⊆ I                       نبرهن أن .

I) f( ⊆f(I)   ليكن . f(I) ∈y   إذن يوجد .N ∈n   بحيثf(I) ∈ ny  إذن يوجد .I ∈x   ،

، بحيث                     R ∈a. إذن يوجد   S ∈yتشاكل حلقي شامل و   f. لكن  f(x) ny =بحيث  

f(a) = y إذن . 

  f(x) = yn = (f(a))n = f(an) 

إذن      .  I ⊆Ker(f). لكن   Ker(f ) ∈n a –x. إذن    na –) = f(x nf(a –f(x) = (0إذن  

I∈ n a –x   لكن .I ∈x    إذن .I ∈ na   إذن .I  ∈a   إذن . I) f( ∈y                         إذن .

 f(I) ⊆ f( I)   إذن .f( I) =  f(I) . 

. إذن    nf(x (∋ J. إذن   1-f ∈ nx(J) بحيث  N ∈nيوجد  .  1-f  ∈x(J))ب(  ليكن  

J ∈ n(f(x))   إذن .J  ∈f(x)    إذن .J) (1-f ∈x   . إذنJ) (1-f ⊆(J) 1-f               ليكن .

J) (1-f ∈x   .  إذنJ  ∈f(x)   إذن يوجد .N ∈m    بحيث ،J ∈ m(f(x)) إذن .            

J ∈) mf(x   إذن .(J)1-f ∈m x   إذن .(J)1-f  ∈x    إذن .(J)1-f  ⊆J)  (1-f        إذن .

J) (1-(J) = f1-f  . 

 . R[x] / < x >  ≅ Rحلقة ابدالية تحتوي محايد . برهن أن  Rليكن  .249

تكون حلقة ابدالية تحتوي محايد . إذن    R[x]إذن   حلقة ابدالية تحتوي محايد . Rليكن الحل: 

< x >  =  x R[x]   أي أن .< x > = { x f(x) |  f(x) ∈ R[x] }                          ليكن .
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R→ R[x] α :   ،  0بحيث) = a ix ia α(     لكلR[x] ∈ ix ia   0حيثa  هو الحد الثابت

إلى حدها             R[x]ترسم كل كثيرة حدود في  α . أي أن ix ia )المطلق( في كثيرة الحدود 

 ، وليكن f(x) , g(x) ∈ R[x]الثابت . ليكن  

 f(x) = a0 + a1 x + … + an x
n   ,   g(x) = b0 + b1 x + … + bm xm 

يكون تطبيق  α . إذن )g(x))α(f(x)) = αوبالتالي    b 0a =0، فإن  f(x) = g(x)إذا كان 

 من الواضح أن . كذلك (well define mapping)معرف جيداً 

 α(f(x) + g(x)) = a0 + b0 = α(f(x)) + α(g(x))  , 

 α(f(x) g(x)) = a0 b0 = α(f(x)) α(g(x)) 

 إذن.  a ∈ Rيكون تشاكل حلقي . ليكن   αإذن

 α(a + a1 x + … + an x
n ) = a   , ∀ a1,a2,…,an ∈ R 

 يكون شامل . إذن ينتج من مبرهنة التماثل الأولى في الحلقات أن αإذن 

 R[x] / Ker(α)  ≅ R  

 لكن

 Ker(α) = {  ai x
i ∈ R[x] | a0 = 0 } 

. ليكن                  x R[x] ⊆ Ker(α). إذن   f(x) ∈ R[x]، لكل  x f(x) ∈ Ker(α)إذن  

g(x) ∈ Ker(α)   إذن . 

  g(x) = b1 x + b2 x
2 + … + bm xm 

          = x (b1 + b2 x + … + bm xm-1)  

 . إذن  Ker(α) = x R[x]. إذن  Ker(α) ⊆ x R[x]. إذن    g(x) ∈ x R[x]إذن 

  R[x] / < x >  ≅  R 

 Maximal idealsالمثاليات العظيمة      

 . )maximal ideal( يكون مثالي عظيم 15Zاثبت أن أي مثالي غير بديهي في الحلقة  .250

تكون زمرة دائرية ، وبالتالي كل زمرة جزئية منها تكون دائرية . لاحظ  15Zلاحظ أن الحل: 

   . بما أن  15Zتكون مثالي في   15Zكذلك أن كل زمرة جزئية من 

  Z15 = <m >  ⇔  (m , 15) = 1 
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 فإن ، 

 Z15 = <1 > = <2 > = <4 > = <7 > = <8 > = <11 > = <13 >  

       = <14 > 

 وبما أن  

 <a > = <b >  ⇔  (a , b) ≠ 1 

 15Zفإنة يكون في ، 

<3 > = <6 > = <9 > = <12 >   ,    <5 > = <10 > 

، وكل منهما يكون مثالي  >5> , < 3 <فقط هما  مثاليين غير بديهيين  15Zإذن يوجد في 

 .   >15Z I  >  5  أو    >15Z I  >  3  بحيث Iمثالي  15Zعظيم لأنة لا يوجد في 

يماثل مثالي غير  15Z. إذن كل مثالي غير بديهي في  Z15/ Z ≅ 15Zلاحظ أن   حل آخر: 

. من   3Z /15Z  , 5Z /15Zهي   Z /15Zالمثاليات غير البديهية في  .  Z /15Z  بديهي في

 مبرهنة التماثل الثالثة في الحلقات ينتج أن 

  (Z /15Z) / (3Z /15Z)  ≅  Z /3Z  ≅  Z3   ,  

  (Z /15Z) / (5Z /15Z)  ≅  Z /5Z  ≅  Z5 

يكونان   Z15/ Z5,   Z 15/ Z3ن   يا. إذن المثال )field(يكون حقل   5Z,  3Zلكن كل من  

يكون حقل إذا وفقط إذا  R/I. إذن  Rمثالي في حلقة  Iن . وذلك ينتج من المبرهنة ) ليكن يعظيم

 >3 <وهو   5Zمثاليين عظيمين فقط أحدهما يماثل  15Zإذن يوجد في مثالي عظيم( .  Iكان 

 .  >5 <وهو   3Zوالآخر يماثل 

يكون مثالي عظيم في   < p>، فاثبت أن   n ∈ Nعدد أولي قاسم للعدد   pإذا كان  .251

 .  nZالحلقة 

. إذن  n = p m، بحيث  m ∈ N. إذن يوجد  n ∈ Nعدد أولي قاسم للعدد   pليكن الحل: 

> p<   تكون زمرة جزئية )جمعية( منnZ   رتبتهاm                                  من الواضح أن .

>   p<  ⊆p > <  nZ  إذن .> p<   يكون مثالي فيnZ  ليكن .I مثالي في nZ  بحيث ،

nZ ⊆ I  ⊆ p >  <   ليكن .I| = r|   إذن .m | r  ,  r | n  إذن يوجد .N ∈a,b       بحيث ،
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r = m a  ,  n = r b   إذن .p m = n = m a b  إذن .p = a b  لكن .p      عدد أولي . إذن

a = 1 , b = p    أوa = p  ,  b = 1  إذا كان .a = 1  فن ،r = m   وبالتالي ،I = <p >   .

 . nZيكون مثالي عظيم في   >p <إذن  . nZ = Iوبالتالي    r = n، فإن   = 1bوإذا كان 

 ، ثم أوجد تقاطعها .  nZفي  ةميأوجد كل المثاليات العظ .252

    مثالي في . كل Z/n Zيماثل مثالي في  nZ، فإن كل مثالي في  Z/n Z ≅ nZبما أن  الحل:

Z /nZ    يكون في الصورةmZ /nZ  حيث ،m | n   إذن .pZ /nZ   يكون مثالي عظيم في

. المثالي  n/pZ ≅Z /n Zpلاحظ أن   . nعدد أولي قاسم لـ  pإذا وفقط إذا كان   Z/n Zالحلقة 

       ليكن     .  >p <هو   Z/n Zفي   Z/n Zpالذي يماثل المثالي العظيم   nZالعظيم في 

 sp, … ,  2, p 1p  هي كل الأعداد الأولية المختلفة التي تقسمn كل المثاليات العظمى ن . إذ

. إذن كل المثاليات العظمى في  Z/n Z sp… , ,  Z/n Z 2p ,   Z/n Z 1pهى   Z/n Zفي  

nZ   هى>  sp<> , … ,  2p> , < 1p<  . 

 ، فإن   p , q ، لأي عددين أوليين p Z ⋂ q Z = pq Zبما أن  

p1 Z /nZ ⋂  p2 Z /nZ ⋂ … ⋂ ps Z /nZ  

     = (p1 Z ⋂ p2 Z ⋂ … ⋂ ps Z ) / nZ 

     = (p1 p2 … ps) Z / nZ 

 إذن 

<p1 > ⋂ <p2 > ⋂ … ⋂ <ps > = <p1p2  …ps > 

أعداد أولية مختلفة ، فإن تقاطع  sp, … ,  2, p 1p، حيث  sp…  2p 1n = pإذا كان ملحوظة: 

هى   nZلأن كل المثاليات العظمى في ، يساوي المثالي الصفري  nZكل المثاليات العظمى في 

>  sp<> , … ,  2p> , < 1p<  وبالتالي ، 

 <p1 > ⋂ <p2 > ⋂ … ⋂ <ps > = <p1p2  …ps > 

                                                     = <n >  

                                                     = <0 > 

                                                     = {0 } 

 R. برهن أن عدد منتهي من الوحدات  على مجال متكامل غير منتهي يحتوي Rليكن  .253

 يحتوي على عدد غير منتهي من المثاليات العظيمة .
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حلقة  Rبما أن مجال متكامل غير منتهي يحتوي على عدد منتهي من الوحدات .  Rليكن  الحل:

تحتوي على الأقل على مثالي عظيم )يحتوي المثالي الصفري( ،  Rابدالية وتحتوي محايد ، فإن 

حلقة ابدالية وتحتوي محايد ، فإنة لكل  Rإذا كانت  وذلك ينتج من المبرهنة التي تنص على أن )

 يحتوية ( . يوجد مثالي عظيم R( في Rمثالي فعلي )أي لا يساوي 

مجال  R. بما أن  Rمثاليات عظيمة مختلفة وغير صفرية في  nM, … ,  2, M 1Mليكن 

 متكامل ، فإن 

     M1 M2 … Mn  ⊆  M1 ⋂ M2 ⋂ … ⋂ Mn 

حلقة غير منتهية وتحتوي على عدد منتهي  R. بما أن   x ,   nM…  2M 1M ∈x ≠0  ليكن

          إذن .  لا يكون وحدة r x ∈ R + 1، بحيث العنصر   r ∈ Rمن الوحدات ، فإنة يوجد 

< 1 + r x > = R (1 + r x)  لأن ،R  1 >. لاحظ أن حلقة ابدالية وتحتوي محايد + r x > 

    ، بحيث Rفي   1n+M. إذن يوجد مثالي عظيم   >R≠ r x > +  1لأن ،  Rمثالي فعلي في 

1n+M ⊆+ r x)  1R ( إذن .  n, … ,  2,  1i =   ∀,  iM≠  1n+M  وذلك لأننا إذا فرضنا .

)لأن  iM ∈r x +  1، فإن  n}, … ,  2,  1{ ∈, i   i= M 1n+Mالعكس ، أي إذا فرضنا أن 

R ∈ 1 لكن . )iM ∈x   وبالتالي ،iM ∈r x   وبالتالي ،iM ∈r x  –  إذن .iM ∈ 1  . إذن

= R iM  وهذا غير ممكن لأن .iM  . 1إذن مثالي عظيمn+, M nM, … ,  2, M 1M  تكون

. نكرر العمل السابق على المثاليات العظيمة      Rمثاليات عظيمة مختلفة وغير صفرية في 

1n+, M nM, … ,  2, M 1M 2لى مثالي عظيم ل عص، فنحn+M                     بحيث تكون ،

2n+, M 1n+, M nM, … ,  2, M 1M   في صفريةمثاليات عظيمة مختلفة وغير R  إذن .

 . Rبالتكرار المستمر للعمل السابق نحصل على عدد غير منتهي من المثاليات العظيمة في 

 . ليكن Rمثالي في  Iحلقة ابدالية تحتوي محايد ، وليكن  Rليكن  .254

 I = { x ∈ R  |   n ∈ N , s. t.  xn ∈ I} 

 ( I  يسمى جذرI (radical of I)  ويسمى أيضاً جذر تلاشيI (nil radical of I) ) 

 برهن أن 

 .   I = I، فإن  Rمثالي عظيم في  Iإذا كان   (   أ)

        . إذن x y ∈ I , y   Iبحيث   x,y ∈ R، وليكن  Rمثالي عظيم في   I(   ليكن ب)

x ∈ I . 

 . ليكن Rمثالي في  Iحلقة ابدالية تحتوي محايد ، وليكن  Rليكن الحل: 
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  I = { x ∈ R  |   n ∈ N , s. t.  xn ∈ I} 

 .  ( ()أ (247انظر تمرين ) ) Rيكون مثالي في   Iإذن 

مثالي  I. لكن  I ⊆  I ⊆ R)أ( ينتج أن   (247تمرين ) . من Rمثالي عظيم في  Iن كلي(  أ)

.  I ∋ 1. إذن   I ∋ 1. إذن   I = R. نفرض أن    I = Iأو     I = R. إذن  Rعظيم في 

 .   I = Iمثالي عظيم . إذن  I. وهذا يتناقض مع الفرض بأن  I = Rإذن 

. إذن                    x y ∈ I , y   Iبحيث   x,y ∈ R، وليكن  Rمثالي عظيم في   I( ليكن ب)

 I + R y = R    مبرهنة( . إذن يوجد(z ∈  I  ,  r ∈ R  بحيث ، z + r y = 1      إذن .

r y – 1z =   إذن يوجد .N ∈n   بحيث ،I ∈ nz   إذن .I ∈n r y) – 1(  ينتج من مبرهنة . إذن

 أن (Binomial theorem)ذات الحدين 

 (1 – r y)n  = 1 + s y 

 إذن.  s y = a + 1. نضع  s y ∈ I + 1. إذن  s ∈ Rحيث 

                                                                                              x + x s y = x a  

 إذن 

                                                                       x = x a – x s y = x a – s (x y)  

  .  x ∈ I. إذن  ( Rمثالي في  Iو   xy ∈ Iمن الفرض  :)لأن  x a ∈ I , s (x y) ∈ I  لكن

.  Rمثاليين عظيمين مختلفين في  I , Jحلقة ابدالية وتحتوي محايد ، وليكن  Rليكن  .255

                                                                                                        برهن أن 

                                                                                                             I + J = R)أ(      

                                                                                                         I ⋂ J = I J)ب(  

  R / I J  ≅ R / I × R / J)ت(  

 . Rمثاليين عظيمين مختلفين في  I , Jحلقة ابدالية وتحتوي محايد ، وليكن  Rليكن  الحل:

.  I ⊆ I + J ⊆ R. إذن  Rيكون أيضاَ مثالي في  I + J، فإن  Rمثاليين في  I , Jبما أن   )أ( 

                            نإذ . I + J = Iن نفرض أ.  I + J = Rأو    I + J = Iمثالي عظيم . إذن  Iلكن 

J ⊆ I ⊆ R  لكن .J  مثالي عظيم . إذنI = J  وهذا يتناقض مع الفرض بأن ،I , J  مثاليين

 . I + J = R. إذن مثالي عظيم  I، وهذا يتناقض مع الفرض بأن  I = Rمختلفين  أو  
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. من )أ( يكون  x ∈ I ⋂ J. ليكن  I ⋂ J ⊆ I J. لذلك نبرهن أن   I J ⊆ I ⋂ J)ب(  نعلم أن  

I + J = R  1. وبما أن ∈ R  فإنة يوجد ،u ∈ I , v ∈ J  بحيث u + v = 1                             إذن .

x = x u + x v = u x + x v   لكن .u x ∈ I J  ,  x v ∈ I J  إذن .x ∈ I J                       إذن .

I ⋂ J ⊆ I J  إذن .I ⋂ J = I J . 

 . ليكن  R / I J = R / I ⋂ J  . إذن I J = I ⋂ J  )ت(  من )ب( ينتج أن

f : R / (I ⋂ J) → R / I × R / J   بحيث  ،f(x + (I ⋂ J)) = (x + I , x + J)                   

 . إذن x + (I ⋂ J) , y + (I ⋂ J) ∈ R / (I ⋂ J). ليكن    x + (I ⋂ J) ∈ R / (I ⋂ J)لكل

  x + (I ⋂ J) = y + (I ⋂ J)  ⇔  x – y ∈ I ⋂ J   

                                          ⇔  x – y ∈ I  ,  x – y ∈ J  

                                          ⇔  x + I = y + I  ,  x + J = y + J 

                                          ⇔  (x + I , x + J) = (y + I , y + J) 

                                          ⇔  f(x + (I ⋂ J)) = f(y + (I ⋂ J)) 

. بما أن        R / I × R / J ∋ (x + I , y + J)يكون تطبيق معرف جيداً ومتباين . ليكن  fإذن 

R = I + J ( أن 217، فإنة ينتج من تمرين )x + I ⋂ y + J ≠ ∅   إذن يوجد .a ∈ I , b ∈ J 

  . إذن y + J = (x + a) + J. إذن   y = x + a – b. إذن  x + a = y + bبحيث 

x (x + I , y + J) = ((x + a) + I , (x + a) + J)  

                         = f((x + a) + (I ⋂ J))    

 يكون تشاكل حلقي . fيكون تقابل . والآن نبين أن  fيكون شامل . إذن  fإذن 

f((x + (I ⋂ J)) + (y + (I ⋂ J))) = f((x + y) + (I ⋂ J)) 

                                                 = ((x + y) + I , (x + y) + J) 

                                                 = (x + I , x + J) + (y + I , y + J) 

                                                 = f(x + (I ⋂ J)) + f(y + (I ⋂ J))    ,  

f((x + (I ⋂ J)) (y + (I ⋂ J))) = f((x y) + (I ⋂ J)) 

                                                 = ((x y) + I , (x y) + J) 

                                                 = (x + I , x + J) (y + I , y + J) 

                                                 = f(x + (I ⋂ J)) f(y + (I ⋂ J)) 
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        يكون تماثل حلقي . fيكون تشاكل حلقي . إذن  fإذن 

    Prime idealsالمثاليات الأولية     

، بحيث  Rفي  I , J. وليكن لكل مثاليين  (integral domain)مجال متكامل  Rليكن  .256

I ⊆ J  يوجد مثاليK  فيR  بحيث ،I = J K  برهن أن كل مثالي أولي غير صفري في .R 

 يكون مثالي عظيم .

، بحيث    Rفي  I , J. وليكن لكل مثاليين  (integral domain)مجال متكامل  Rليكن الحل: 

I ⊆ J   يوجد مثاليK  فيR  بحيث ،I = J K  ليكن .P  مثالي أولي غير صفري فيR  وليكن .

I  مثالي فيR  بحيث ، P  I  نبرهن أن .I = R  ينتج من الفرض أنة يوجد مثالي .J  فيR  ،

ينتج ،  P  I. من الفرض بأن  J ⊆ Pأو    I ⊆ Pمثالي أولي . إذن  P. لكن  P = I Jبحيث  

  ( . إذنR J ⊆ J)لأن  P = I J ⊆ J. لكن   J ⊆ Pيكون مرفوض . إذن  I ⊆ Pالإحتمال  أن

J = P   إذن .P = I P  ليكن .x ∈ P , x ≠ 0  بما أن .R  مجال متكامل ، فإنR  تكون ابدالية

. إذن   x ∈ P , R P ⊆ Pلأن   R x ⊆ P. كذلك   x > = R x >وتحتوي محايد ، وبالتالي  

< x > ⊆ P  إذن ينتج من الفرض أنة يوجد مثالي .K  فيR  بحيث ،< x > = P K   إذن . 

  < x > = P K = I P K = I < x > = I (R x) 

 . x = 0 (y r – 1). إذن  y r x – x = 0. إذن  x = y r x، بحيث   y ∈ I , r ∈ Rإذن يوجد 

( . x ≠ 0)لأن  y r – 1 = 0خالية من قواسم الصفر )لأنها مجال متكامل( . إذن   Rلكن الحلقة 

 يكون مثالي عظيم . P. إذن  I = R. إذن  I ∋ 1. إذن  y r ∈ I. لكن  y r = 1إذن 

يكون  R، بحيث كل عنصر في أي حلقة قسمة لـ  حلقة ابدالية وتحتوي محايد Rليكن  .257

 يكون مثالي عظيم . Rأي مثالي أولي في  . برهن أن قاسم للصفر أو وحدة

يكون قاسم  R، بحيث كل عنصر في أي حلقة قسمة لـ  حلقة ابدالية وتحتوي محايد Rليكن الحل: 

، بحيث                  x + P , y + P ∈ R / P. ليكن  Rمثالي أولي في  Pليكن  . للصفر أو وحدة

(x + P) (y + P) = P  إذن .x y + P = P  إذن .x y ∈ P  لكن .P  مثالي أولي فيR  إذن .

x ∈ P    أوy ∈ P   إذن .x + P = P    أوy + P = P   إذن الحلقة .R / P   تكون خالية من

يكون قاسم للصفر أو  Rقواسم الصفر . إذن ينتج من الفرض ) كل عنصر في أي حلقة قسمة لـ 

يكون وحدة ، أي يوجد لة معكوس ضربي . وبما   R / Pوحدة ( أن كل عنصر غير صفري في 
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. إذن            تكون أيضاً حلقة ابدالية وتحتوي محايد  R / Pحلقة ابدالية وتحتوي محايد ، فإن  Rأن 

R / P   يكون مجال متكامل(integral domain)  يحتوي على معكوس ضربي لكل عنصر

 يكون مثالي عظيم )مبرهنة( .   P. إذن  (field)يكون حقل   R / Pغير صفري فية . إذن 

عنصر غير  x، بحيث يكون  x,y ∈ R\{0}حلقة ابدالية وتحتوي محايد . ليكن  Rليكن  .258

مثالي أولي ، فاثبت أن         R x , R y. إذا كان كل من  R x ⊆ R y ≠ Rبحيث  قاسم للصفر و

R x = R y  . 

عنصر غير  x، بحيث يكون  x,y ∈ R\{0}حلقة ابدالية وتحتوي محايد . ليكن  Rليكن الحل: 

،  a ∈ R. إذن يوجد  x ∈ R x ⊆ R y ≠ R. إذن   R x ⊆ R y ≠ Rقاسم للصفر وبحيث  

،  يكون مثالي أولي R x , R yكل من . نفرض أن  a y ∈ R x . إذن  x = a yبحيث  

أو             a ∈ R x، فإن  a y ∈ R xو  Rمثالي أولي في  R xبما أن  . R x = R yونبرهن أن 

y ∈ R x  نفرض أن .a ∈ R x  إذن يوجد .b ∈ R  بحيث ،a = b x                                      إذن .

x = a y = b x y  لكن .R . إذن  حلقة ابدالية 

(1 – b y) x = x – b y x = x – b x y = 0  

. إذن                         b y = 0 – 1. إذن  Rفي الحلقة  عنصر غير صفري وغير قاسم للصفر xلكن 

b y = 1  1. إذن ∈ R y  إذن .R y = R  وهذا يتناقض مع الفرض بأن .R y ≠ R    إذن .               

y ∈ R x  وبما أن .R x  مثالي فيR  فإن ،r y ∈ R x  لكلr ∈ R   إذن .R y ⊆ R x  إذن .

R x = R y  . 

لكل      x nx = ، بحيث    n >  N ∈n ,2 حلقة ابدالية وتحتوي محايد . ليكن Rليكن  .259

x ∈ R  مثالي أولي في . برهن أن كلR . يكون مثالي عظيم 

لكل         x nx = ، بحيث    n >  N ∈n ,2 حلقة ابدالية وتحتوي محايد . ليكن Rليكن الحل: 

x ∈ R .  ليكنP  مثالي أولي فيR   إذن الحلقة .R / P  تكون خالية من قواسم الصفر ) لأنة كما

، بحيث                               x + P , y + P ∈ R / Pليكن ( يكون:  229جاء في حل تمرين )

(x + P) (y + P) = P  إذن .x y + P = P  إذن .x y ∈ P  لكن .P  مثالي أولي فيR  إذن .

x ∈ P    أوy ∈ P   إذن .x + P = P    أوy + P = P   إذن الحلقة .R / P   تكون خالية من

تكون أيضاً حلقة ابدالية  R / Pحلقة ابدالية وتحتوي محايد ، فإن  Rقواسم الصفر( . وبما أن 

. لاحظ أن العنصر  (integral domain)يكون مجال متكامل   R / Pوتحتوي محايد . إذن  
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.  x  P. إذن  x + P ∈ R / P , x + P ≠ P. ليكن   P + 1هو  R / P  المحايد الضربي في

                              . إذن nx (x-1 – 1 = (0يكون     < 2nحيث      R ∈xلكل   x nx = من الفرض بأن 

                                 + P = P 0) + P = 1 – 1-n) + P) = x (x1 – 1-n(x + P) ((x                                 

. إذن        P = P1 – 1-n(x + (. إذن   P≠ x + Pحلقة خالية من قواسم الصفر و R / Pلكن 

P ∈ 1 – 1-nx   إذن .+ P 1+ P =  1-n+ P) = x 2-n(x + P) (x   إذن العنصر غير .

( . هذا يعني أن كل  P 2-nx +لة معكوس ضربي ) هو   R / Pفي الحلقة    x + Pالصفري 

 Pيكون حقل . إذن  R / Pلة معكوس ضربي . إذن   R / Pعنصر غير صفري في الحلقة  

 )مبرهنة( .  Rيكون مثالي عظيم في 

 . إذا كان  Rمثالي في  Iحلقة ابدالية وتحتوي محايد ، وليكن  Rليكن  .260

Jx = { r ∈ R  |  r x = 0 }  , x ∈ I 

                                                                                                                         فبرهن أن

                                                                             .  I ∈x، لكل  Rيكون مثالي في   xJ)أ(   

( في المجموعة                                   ⊇) بالنسبة لعلاقة الإحتواء  (maximal element))ب(  كل عنصر عظيم 

} }0{ \I  ∈|  x   xS = { J   يكون مثالي أولي فيR .  

 . ليكن  Rمثالي في  Iحلقة ابدالية وتحتوي محايد ، وليكن  Rليكن الحل: 

 Jx = { r ∈ R  |  r x = 0 }  , x ∈ I 

. إذن   = 0r x = s x. إذن   xJ ∈r,s. ليكن  xJ  ≠∅ ، فإن  xJ ∈ 0. بما أن   I ∈x)أ(   ليكن 

0s) x =  –(r   إذن .xJ ∈s  –r   إذن .xJ   تكون زمرة جزئية من الزمرة, +) R(             ليكن .

R ∈r'   0. إذن(r' r) x = r' (r x) =   إذن .xJ ∈r' r   لكل ،R ∈r'    إذن .xJ ⊆ xR J  وبما .

 .   I ∈x، لكل  Rتكون مثالي في  xJ. إذن  xJ ⊆R  xJحلقة ابدالية ، فإن   Rأن 

بالنسبة لعلاقة الإحتواء  Sعنصرعظيم في  P. وليكن  I  ∈|  x   xS = { J\ }0{ {)ب(  ليكن 

. نبرهن أن               a b ∈ P، بحيث  a,b ∈ P. ليكن  Rيكون مثالي أولي في  P. نبرهن أن   ⊇

P ∈a     أوP ∈b    بما أن .S ∈P   0{، فإنة يوجد{ \I  ∈x   بحيثxP = J  إذن .xJ ∈a b   .

.   = b x  0a (b x)  , ≠0. إذن    b x ≠0. إذن   xP = J b. نفرض أن   = x (a b)0إذن  

.  Sعنصر عظيم في   xJ. لكن   b x ≠0، لأن  S ∈ bx J ⊆ xP = J. لاحظ أن    bxJ ∈aإذن  

 .  Rيكون مثالي أولي في   P. إذن   P bxJ ∈a =. إذن  bx= J xP = Jإذن 
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هي مجموعة كل المثاليات غير منتهية  Sحلقة ابدالية وتحتوي محايد ، وليكن  Rليكن  .261

) بالنسبة لعلاقة الإحتواء  (maximal element). برهن أن كل عنصر عظيم  Rالتوليد في 

 .  Rيكون مثالي أولي في   S( في   ⊇

هي مجموعة كل المثاليات غير منتهية  Sحلقة ابدالية وتحتوي محايد ، وليكن  Rليكن  الحل:

يكون مثالي  P. نبرهن أن   ⊇عنصر عظيم بالنسبة لعلاقة الإحتواء  P ∈ S. ليكن  Rالتوليد في 

. نفرض أن     y ∈ Pأو    x ∈ P. نبرهن أن  x y ∈ P، بحيث  x,y ∈ R. ليكن  Rأولي في 

x , y  P  بما أن .R    حلقة ابدالية وتحتوي محايد ، فإن< x > = R x   يكون مثالي فيR  .

،  z ∈ P , r ∈ R. إذن يوجد  P + < x > = R. ليكن   Rيكون مثالي في   < P + < xإذن 

( . لكن هذا  z , x y ∈ P)لأن   y ∈ P. إذن  y = z y + r x y . إذن  z + r x = 1بحيث  

، لأن        P + < x > ≠ P. كذلك   P + < x > ≠ R  . إذن y  Pيتناقض مع الفرض بأن 

x ∈ P + < x >  ,  x  P  بما أن .P  P + < x >   وP  عنصر عظيم بالنسبة لعلاقة

.  Rيكون مثالي منتهي التوليد في  < P + < x. إذن  P + < x >  S، فإن  Sفي   ⊇الإحتواء

                                بحيث  ، R ∈ na,…,  2, a 1P  ,  a ∈ np,…,  2, p 1p  إذن يوجد

                                > xn + a np… , x ,  2+ a 2x , p 1+ a 1p <P + < x > =                                                    

                   ، بحيث  R ∈ nr,…,  2, r 1r. إذن يوجد   P + < x ∈p   <. إذن   P ∈pليكن 

                                    )xn + a n(p nx) + … + r2 + a 2(p 2x) + r1 + a 1(p1p = r 

) xn a n+ … + r 2 a 2+ r1 a 1) + (rnp n+ … + r 2p 2+ r 1p1 (r=  

 إذن 

 (r1 a1 + r2 a2  + … + rn an ) x = p – (r1 p1 + r2 p2 + … + rn pn) ∈ P 

،  I ≠ P. لاحظ أن  Rيكون مثالي في  I. من السهل اثبات أن  I = {r ∈ R | r x ∈ P}ليكن  

. لكن  P  I( . إذن  x  P)لأن   I 1، لأن  I ≠ R. لاحظ كذلك أن  y  P , y ∈ Iلأن 

P ∈ S  إذن    ⊇عنصر عظيم بالنسبة لعلاقة الإحتواء .I  S  إذن .I  يكون مثالي منتهي

 ، بحيث  R ∈ mb,…,  2, b 1b  . إذن يوجد Rالتوليد في 

  I = < b1 , b2 ,…, bm >  

 .  I ∈ na nr+ … +   2a 2+ r 1a 1r، فإن  P ∈) x n a nr+ … +   2a 2+ r 1a 1(rبما أن  

 إذن 
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 P = < p1 , p2 ,…, pn , b1 x , b2 x ,…, bm x > 

. إذن على الأقل يكون  P ∈ Sيكون مثالي منتهي التوليد ، وهذا يتناقض مع الفرض بأن  Pإذن 

x ∈ P    أوy ∈ P  إذن .P  . يكون مثالي أولي 

،  Rمجموعة جزئية غير خالية من  Sحلقة ابدالية وتحتوي محايد ، وليكن  Rليكن  .262

.   ∅ = I ⋂ Sبحيث   Rمثالي في  I. ليكن  Rبحيث تكون مغلقة بالنسبة لعملية الضرب على 

 .   ∅ = I ⊆ P  ,  P ⋂ Sبحيث   Rفي  Pبرهن أنة يوجد مثالي أولي 

، بحيث  Rمجموعة جزئية غير خالية من  Sحلقة ابدالية وتحتوي محايد ، وليكن  Rليكن الحل: 

 . نضع  ∅ = I ⋂ Sبحيث   Rمثالي في  I. ليكن  Rتكون مغلقة بالنسبة لعملية الضرب على 

}                                                 J   مثالي فيR   بحيثJ ⋂ S = ∅   |  J {  E(S) =   

تنص على  (Zorn's lemma). لاحظ أن تمهيدية زورن   ∅ ≠ E(S). إذن   I ∈ E(S)إذن  

حد أعلى            (poset)في المجموعة المرتبة جزئياُ  (chain)أن : إذا وُجد لكل سلسلة 

(upper bound)  فإن هذة المجموعة تحتوي على عنصر عظيم ،(maximal element)  .

.  Pتحتوي على عنصر عظيم وليكن  E(S)أن  (Zorn's lemma)إذن ينتج من تمهيدية زورن 

عنصر عظيم في  Pوبما أن   I ∈ E(S). بما أن   ∅ = P ⋂ Sبحيث  Rيكون مثالي في  Pإذن 

E(S)   فإن ،I ⊆ P  نبرهن أن .P  يكون مثالي أولي فيR  ليكن .x,y ∈ R                   بحيث ،

x y ∈ P  نبرهن أن .x ∈ P    أوy ∈ P  نفرض أن .x , y  P  بما أن .R  حلقة ابدالية

يكون مثالي في      < P + < x. إذن  Rيكون مثالي في   x > = R x >وتحتوي محايد ، فإن  

R   ليكن .P + < x > = R  إذن يوجد .z ∈ P , r ∈ R   بحيث ،z + r x = 1           إذن . 

y = z y + r x y  إذن .y ∈ P   لأن(z , x y ∈ P        لكن هذا يتناقض مع الفرض بأن . )

y  P إذن .  P + < x > ≠ R   كذلك .P + < x > ≠ P  لأن ،x ∈ P + < x > ,  x  P  .

، فإن                  Sفي   ⊇عنصر عظيم بالنسبة لعلاقة الإحتواء Pو   < P  P + < xبما أن 

P + < x >  S  إذن .P + < x >  يكون مثالي منتهي التوليد فيR                     بما أن  .

P  P + < x >   وP  عنصر عظيم فيE(S)   فإن ،P + < x >  E(S)                         إذن .

(P + < x >) ⋂ S ≠ ∅   بالمثل يمكن اثبات أن .(P + < y >) ⋂ S ≠ ∅                                                        إذن يوجد .

S ∈ 2, s 1R , s ∈ 2, r 1P , r ∈ 2, p 1p   بحيث 

  p1 + r1 x = s1  ,   p2 + r2 y = s2 
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، بحيث تكون مغلقة بالنسبة لعملية  Rمجموعة جزئية غير خالية من  Sإذن ينتج من الفرض بأن 

 ، أن  Rالضرب على 

  (p1 + r1 x) (p2 + r2 y) = s1 s2 ∈ S 

 ، فإن P ∈ 2, p 1pو    P ∈x y وبما أن 

  p1 p2 + p1 r2 y + p2 r1 x + r1 r2 x y ∈ P ⋂ S  

.  y ∈ Pأو    x ∈ P( . إذن  P ∈ E(S)) لأن    ∅ = P ⋂ Sلكن هذا يتناقض مع الفرض بأن 

 .  ∅ = I ⊆ P  ,  P ⋂ S، ويحقق  Rيكون مثالي أولي في   Pإذن 

حلقة ابدالية وتحتوي محايد . برهن أن                                                                      Rليكن  .263

يكون مثالي  Rكل مثالي أولي في   ⇔ (principal ideal)يكون مثالي رئيس  Rفي كل مثالي 

 رئيس

 حلقة ابدالية وتحتوي محايد . Rليكن الحل: 

 واضح  (⟸)

يكون  Rفي يكون مثالي رئيس . نبرهن أن كل مثالي  Rنفرض أن كل مثالي أولي في   (⟹)

يحتوي على مثالي غير رئيس وليكن    Rمثالي رئيس . نفرض عكس المطلوب . أي نفرض أن 

A  ليكن .S  هي مجموعة كل المثاليات غير الرئيسة فيR   إذن .A ∈ S  إذن .S ≠ ∅   بما .

مع علاقة  S. لاحظ أن  R  S. إذن   < R = < 1حلقة ابدالية وتحتوي محايد ، فإن  Rأن 

 Sمجموعة جزئية من  I ∈i }i{J. ليكن   )poset(تكون مجموعة مرتبة جزئياً   ⊇ الإحتواء 

. إذا كانت المجموعة   = iJ I  ∈i ⋃U، أي تكون سلسلة . ليكن   )totally ordered(مرتبة كلياً 

I ∈i }i{J  منتهية ، أي إذا وُجدN ∈n   بحيثn},…,1,2I = {  فإن ،S ∈n U = J   يكون حد

غير منتهية .  i{J{ I ∈i. نفرض أن المجموعة  J}I ∈i }iللمجموعة    )upper bound(أعلى 

. بما أن   jJ ∈, y  iJ ∈x، بحيث    I ∈i , j. إذن يوجد   U ∈x,y. ليكن   S ∈Uنبرهن أن 

. نفرض أن  iJ ⊆ jJأو    jJ ⊆ iJ، فإن   )totally ordered(مرتبة كلياً  I ∈i }i{Jالمجموعة 

jJ ⊆ iJ   إذن .U ⊆ j J ∈x,y    إذن .U ⊆ jJ ∈y  –x   إذن .U  تكون زمرة جزئية من

. إذا كان  Rيكون مثالي في  U. إذن   R ∈r، لكل    U ⊆ jJ ∈r x. كذلك   )R (+ ,الزمرة  

U  مثالي رئيس فيR   فإنة يوجد ،x ∈ R   بحيثU = < x >  لكن .R  حلقة ابدالية وتحتوي

يكون مثالي  iJ. إذن  iU = J. إذن   iJ ∈x، بحيث     I ∈i. إذن يوجد  U = R xمحايد . إذن  

. إذن        Rيكون مثالي غير رئيس في  U. لكن هذا يتناقض مع الفرض . إذن  Rرئيس في 
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S ∈U   إذن .U لى يكون حد أع)upper bound(    للمجموعةI ∈i }i{J  الجزئية منS  لاحظ .

في  (chain)تنص على أن : إذا وُجد لكل سلسلة  (Zorn's lemma)أن تمهيدية زورن 

، فإن هذة المجموعة تحتوي  (upper bound)حد أعلى   (poset)المجموعة المرتبة جزئياُ 

 (Zorn's lemma). إذن ينتج من تمهيدية زورن  (maximal element)على عنصر عظيم 

. ليكن      Rيكون مثالي أولي في  P. نبرهن أن  Pتحتوي على عنصر عظيم ، وليكن  Sأن 

x,y ∈ R  بحيث ،x y ∈ P  نبرهن أن .x ∈ P    أوy ∈ P  نفرض أن .x , y  P  بما أن .

R   حلقة ابدالية وتحتوي محايد ، فإن< x > = R x   يكون مثالي فيR  إذن .P + R x    يكون

 . إذن                   z + r x = 1، بحيث   z ∈ P , r ∈ R. إذن يوجد  P + R x = R. ليكن   Rمثالي في  

y = z y + r x y  إذن .y ∈ P   لأن(z , x y ∈ P        لكن هذا يتناقض مع الفرض بأن . )

y  P إذن .  P + R x ≠ R  كذلك . P + R x ≠ P  لأن ،x ∈ P + R x ,  x  P  بما أن .

P  P + R x    وP في   ⊇عنصر عظيم بالنسبة لعلاقة الإحتواءS   فإن ،P + R x  S  .

. إذن  P + R x = R z، بحيث  z ∈ R. إذن يوجد  Rيكون مثالي رئيس في   P + R xإذن 

. من  K = {r ∈ R | r z ∈ P}. ليكن   p + a x = z، بحيث    p ∈ P , a ∈ Rيوجد 

 . إذن  p' + r y ∈ P + R y. ليكن  Rيكون مثالي في  Kالواضح أن 

 (p' + r y) z = p' z + r y (p + a x) = p' z + r y p + r a x y ∈ P 

.  K  S. إذن  Sعنصر عظيم في  P. لكن  P  P + R y ⊆ K. إذن   p' + r y ∈ Kإذن 

. بما أن               K = < u > = R u، بحيث   u ∈ R. إذن يوجد  Rيكون مثالي رئيس في  Kإذن 

p ∈ P  P + R x = R z   فإنة يوجد ،s ∈ R  بحيثp = s z   إذن .s ∈ K                لكن .

K = R u  إذن يوجد .b ∈ R  بحيثs = b u   إذن .p = b u z   إذن .p ∈ R u z          إذن .

P ⊆ R u z ن . وبما أu ∈ K  فإن ،u z ∈ P  إذن .r (u z) ∈ P  لكل ،r ∈ R                     إذن .

R u z ⊆ P  إذن .P = R u z  لكن .P  مثالي غير رئيس فيR  وR u z  مثالي رئيس فيR  .

يكون أيضاً مثالي غير  P. لاحظ أن  Rيكون مثالي أولي في  Pبالتالي نحصل على تناقض . إذن 

يكون مثالي رئيس . إذن  R. لكن هذا يتناقض مع الفرض بأن كل مثالي أولي في  Rرئيس في 

S = ∅   إذن كل مثالي في .R . يكون مثالي رئيس 

 يكون أولي ولا يكون عظيم . < x >اثبت أن المثالي الرئيس  Z[x]في الحلقة  .264

 . ليكن  < a(x) b(x) ∈ < x، بحيث    a(x) , b(x ) ∈ Z[x]ليكنالحل: 

 a(x) = a0 + a1 x + … + am xm   ,    b(x) = b0 + b1 x + … + bn x
n  
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 إذن

 a(x) b(x) = a0 b0 + (a0
 b1 + a1 b0) x + … + am bn x

m+n 

. لكن  a(x) b(x) = c(x) xبحيث     c(x) ∈ Z[x]، فإنة يوجد  < a(x) b(x) ∈ < xبما أن 

. إذن                     0يساوي  a(x) b(x). إذن الحد الثابت في   0يساوي  c(x) xالحد الثابت في 

0=  0b 0a : بالتالي توجد الإحتمالات التالية . 

  b 0a =0  =0)أ(   

 في هذة الحالة يكون

 a(x) = (a1 + a2 x + … + am xm-1) x   , 

 b(x) = (b1 + b2 x + … + bn x
n-1) x 

 . < a(x) , b(x) ∈ < xإذن 

  b  0=  0a  ,0  ≠0)ب(  

 . < a(x) ∈ < xفي هذة الحالة ينتج كما في )أ( أن  

  b  0≠  0a  ,0  =0)ت(  

 . < b(x) ∈ < xفي هذة الحالة ينتج كما في )أ( أن  

يكون مثالي أولي .  < x >. إذن  < b(x) ∈ < xأو    < a(x) ∈ < xإذن في كل الحالات يكون 

  لا يكون مثالي عظيم .  < x >، فإن المثالي  x >    < x , 3 >    Z[x] >بما أن  

. برهن أن              Rمثالي أولي في  Pحلقة ابدالية تحتوي على محايد ، وليكن  Rليكن  .265

 P = P  . 

( 243. من تمرين ) Rمثالي أولي في  Pحلقة ابدالية تحتوي على محايد ، وليكن  Rليكن الحل: 

،  n ∈ N. إذن يوجد  x ∈  P. ليكن   P ⊆ P. إذن نبرهن أن   P ⊆  P)أ( ينتج أن  

.   P ∈xالمحتوية على محايد . إذن   Rمثالي أولي في الحلقة الإبدالية  Pلكن .  P ∈ nxبحيث  

 .  P = P. إذن   P ⊆ Pإذن 

  Primary idealsالإبتدائية  المثاليات    

 .  تشاكل حلقي f : R → Sحلقتين ابداليتين ، وليكن  R , Sليكن  .266

يكون مثالي  f(Q). برهن أن  Ker(f) ⊆ Qشامل و  fوليكن  Rمثالي ابتدائي في  Q)أ(   ليكن 

 . Sابتدائي في 
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 .  Rيكون مثالي ابتدائي في  1-f('Q). برهن أن   Sمثالي ابتدائي في  Q'ليكن )ب(  

  . تشاكل حلقي f : R → Sحلقتين ابداليتين ، وليكن  R , Sليكن  الحل:

يكون مثالي  f(Q)نبرهن أن  . Ker(f) ⊆ Qشامل و  fوليكن  Rمثالي ابتدائي في  Q)أ(  ليكن 

،  a,b ∈ S)مبرهنة( . ليكن   Sيكون مثالي في  f(Q)شامل ، فإن  f. بما أن  Sابتدائي في 

، بحيث                    x,y ∈ Rشامل ، فإنة يوجد   f. بما أن  a b ∈ f(Q)  ,  a  f(Q)بحيث  

f(x) = a , f(y) = b   إذن . f(x y) = f(x) f(y) = a b ∈ f(Q) إذن .x y ∈ Q , x  Q  .

 . إذن  Q ∈ ny، بحيث    N ∈n. إذن يوجد  Rمثالي ابتدائي في  Qلكن 

 bn = (f(y))n = f(yn) ∈ f(Q) 

 . Sيكون مثالي ابتدائي في  f(Q)إذن 

. لاحظ أن   Rيكون مثالي ابتدائي في  1-f('Q). نبرهن أن   Sمثالي ابتدائي في  Q')ب(  ليكن 

(Q')1-f  يكون مثالي فيR  مبرهنة( . ليكن(R ∈a,b  بحيث ،                                                         

(Q')1-f a  (Q') ,1-f ∈a b    إذن .'Q ∈f(a b) = f(a) f(b)   بما أن .(Q')1-f a   فإن ،

'Q f(a)   لكن .'Q  مثالي ابتدائي فيS  إذن يوجد .N ∈n    بحيث ،'Q ∈ n(f(b))  إذن .

'Q ∈) nf(b   إذن .(Q')1-f ∈ nb  إذن .(Q')1-f  يكون مثالي ابتدائي فيR  . 

هو المثالي الأولي   >x <يكون مثالي ابتدائي وأن     >2x <برهن أن  Z[x]في الحلقة  .267

 .  (associated prime ideal)المناظر لة 

.   2x<  >  ,  a(x)  2x<  ∈a(x) b(x) <، بحيث    Z ∈a(x) , b(x)[x]ليكن الحل: 

. إذن يوجد     >xZ> = ( 2x ([x]2حلقة ابدالية وتحتوي على محايد . إذن  Z[x]لاحظ أن 

 [x]Z ∈c(x)   2، بحيثa(x) b(x) = c(x) x  . ليكن 

 a(x) = a0 + a1 x + … + am xm    ,  b(x) = b0 + b1 x + … + bn x
n  

 إذن 

 a(x) b(x) = a0 b0 + (a0 b1 + a1 b0) x + … + am bn x
m+n 

 .  0b 1+ a 1b 0a,    0=  0b 0a  =0، أن   2a(x) b(x) = c(x) xإذن ينتج من  

 إذن توجد الإحتمالات التالية:

 (1  ) 0=  0,  b  0=  0a  

. إذن   nx nb… + x +  2+ b 1d(x) = b-1، حيث   b(x) = d(x) xفي هذة الحالة يكون  

2x 2= (d(x)) 2(b(x))   2 < . إذنx<  ∈ 2(b(x)) . 
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(2  )0≠  0,  b  0=  0a  

 ، حيث 2a(x) = e(x) x. إذن   1a  =0في هذة الحالة يكون 

 e(x) = a2 + a3 x + … + am xm-1   

. إذن هذا الإحتمال   2x<  a(x) <لكن هذا يتناقض مع الفرض بأن  .  2x<  ∈a(x) <إذن   

 مرفوض . 

(3  ) 0=  0,  b  0≠  0a  

 ، حيث 2b(x) = f(x) x  . إذن 1b  =0في هذة الحالة يكون 

f(x) = b2 + b3 x + … + bn x
n-2 

 . 2x<  ∈ b(x) <إذن  

   >2x <. إذن    2x<  ∈ 2(b(x)) <أو     2x<  ∈b(x) <إذن ينتج من هذة الإحتمالات أن 

 .  Z[x]يكون مثالي ابتدائي في الحلقة 

. لذلك  2x<   <هو    >2x <للمثالي  )associated prime ideal(المثالي الأولي المناظر 

، بحيث   Z ∈g(x)[x] . إذن يوجد  x<  ∈f(x) <. ليكن  x 2x<  > = < < نبرهن أن 

g(x) xf(x) =    2. إذنx 2= (g(x)) 2(f(x))   2 <. إذنx<  ∈ 2(f(x))                              إذن .

>  2x< ∈f(x)    2  <. إذنx<  ⊆x > <   بما أن .[x]Z  حلقة ابدالية وتحتوي محايد ، فإن 

> 2= < x > < x > = < x 2(< x >)   وبما أن .> x<  ⊆>  2x<                                   فإن ،

> x<   ⊆>  2x<     مبرهنة( . لكن(> x >  = < x<    لأن ،> x<   مثالي أولي في

 . x 2x<  > = < <(( . إذن 260( وتمرين )259)انظر تمرين ) Z[x]الحلقة 

يكون  Qبحيث  Rمثاليات في  I , J , Qتحتوي محايد ، وليكن وحلقة ابدالية  Rليكن  .268

 مثالي ابتدائي . برهن أن 

 . J ⊆ Q، فإن   I J ⊆ Q  ,  I   Q)أ(     إذا كان  

 . Q ⊆ nJ بحيث  N ∈nأو يوجد   Q ⊆I، فإن    Q ⊆I Jو   منتهي التوليد J)ب(   إذا كان 

يكون  Qبحيث  Rمثاليات في  I , J , Qتحتوي محايد ، وليكن وحلقة ابدالية  Rليكن  الحل:

 مثالي ابتدائي .

           ، فإنة يوجدI   Q بما أن  . J ⊆ Q. نبرهن أن  I J ⊆ Q  ,  I   Q)أ(   ليكن 

Q \I  ∈y    إذن .Q ∈ ny  لكل ،N ∈n  نفرض عكس المطلوب . أي نفرض أن . Q  J  .

،  y x ∈ I J ⊆ Qوبما أن   Rمثالي ابتدائي في  Qبما أن  . x  Q، بحيث   x ∈ Jإذن يوجد 
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         . إذن  N ∈n، لكل  Q ∈ ny لكن هذا يتناقض مع .  Q ∈ myبحيث   N ∈mفإنة يوجد 

J ⊆ Q . 

، بحيث                  R ∈ ma, … ,  2, a 1a. إذن يوجد   Q ⊆I Jمنتهي التوليد و   Jليكن )ب(  

 > ma,…,  2, a 1a <J =   إذا كان .Q ⊆I   فإن المطلوب يتحقق . لذلك نفرض أن ،Q I   .

مثالي  Q. لكن  Q ∈m x a,…,  2, x a 1x a، فإن    Q ⊆I J. بما أن   Q\I  ∈xإذن يوجد 

                                   ، بحيث N ∈ mn,…,  2, n 1n. إذن يوجد   Q xو  Rابتدائي في 

 Q ∈ mn)m(a, … ,  1n)1(a  ليكن .}mn, … ,  2, n 1Max{n s =  ليكن . n = m s  إذن .

 Q ∈ s)m(a… , ,  s)1(a ليكن . N ∈m t, … ,  2, t 1t   بحيث ،= nm t+ … +  2+ t 1t  .

، لكل                    i< n it) لأن: نفرض أن  kn  kt، بحيث    m},…,1,2{ ∈kإذن يوجد 

i ∈{1,2,…,m} إذن . 

 n = m s = t1 + t2 + … + tm  < n1 + n2 + … + nm   m s = n 

 . m(a…  1t)1(a(Q ∈ mt. إذن  a)Q ∈ kt)kوهذا غير ممكن( . إذن 

 حلقة ابدالية وتحتوي محايد ، فإن Rبما أن 

< a , b > = < a > + < b >  ,  < a > < b > = < a b >   لكلa,b ∈ R   . )إذن  )مبرهنة

> ma> + … + <  2> + < a 1J = < a  . إذنnJ   يساوي مجموع مثاليات رئيسة ، كل منها

 .  Q ⊆ nJ. إذن  mt)m(a…  1t)1(aمولد بعنصر في الصورة  

    والحلقات الأرتينية الحلقات النوثيرية

Noetherian rings and Artinian rings                                         

 حلقة ابدالية وتحتوي محايد . برهن أن  Rليكن  .269

R  تكون حلقة نوثيرية(Noetherian ring)  ⇔    كل مثالي أولي فيR يكون منتهي التوليد 

هي مجموعة كل المثاليات غير منتهية  Sحلقة ابدالية وتحتوي محايد ، وليكن  Rليكن الحل: 

 . Rالتوليد في 

يكون منتهي  R. إذن كل مثالي أولي في  (Noetherian ring)حلقة نوثيرية  Rليكن   (⟸)

 التوليد )مبرهنة( .
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تحتوي على مثالي  Rيكون منتهي التوليد . نفرض أن  Rنفرض أن كل مثالي أولي في   (⟹)

 S. إذن ينتج من مبرهنة زورن أن   ∅ ≠ S. إذن  I ∈ S. إذن  Iغير منتهي التوليد وليكن 

يكون  M( أن 233. إذن ينتج من تمرين ) I ⊆ Mن . إذ Mتحتوي على عنصر عظيم ، وليكن 

 Mيكون منتهي التوليد ينتج أن  Rإذن من الفرض بأن كل مثالي أولي في  . Rمثالي أولي في 

لا تحتوي على مثاليات غير  R. إذن  M ∈ Sيكون منتهي التوليد . لكن هذا يتناقض مع كون 

تكون حلقة  Rتكون منتهية . إذن  Rمنتهية التوليد . إذن أي سلسلة تصاعدية من المثاليات في 

 . (Noetherian ring)نوثيرية 

تشاكل حلقي شامل .  f : R → R، وليكن  (Noetherian ring)حلقة نوثيرية  Rليكن  .270

 يكون متباين . fبرهن أن 

 تشاكل حلقي شامل . f : R → R، وليكن  (Noetherian ring)نوثيرية  حلقة Rليكن  الحل: 

يكون تشاكل حلقي شامل أيضاً .  R→ : R  m f . إذن  f… = f f   m f  مرة(  mليكن  )

)m Ker(f  يكون مثالي فيR  لكل قيم ،m  إذن . 

 Ker(f ) ⊆ Ker(f 2) ⊆ Ker(f 3) ⊆ …   

بحيث   n ∈ Nحلقة نوثيرية ، فإنة يوجد  R. وبما أن  Rتكون سلسلة تصاعدية من مثاليات في 

= … )1n+ ) = Ker(fn Ker(f لكن . 

 x ∈ Ker(f n+1)  ⇔  f n+1(x) = 0  ⇔  f(f n(x)) = 0  ⇔  f n(x) ∈ Ker(f ) 

                         ⇔  x ∈ (f n)-1(Ker(f )) 

   . إذن 1-)n ) = (f1n+) = Ker(f n Ker(f(Ker(f ))  إذن

 يكون متباين . f. إذن  Ker(f ). إذن  Ker(f ) )(Ker(f )1-)n (f( n f =شامل ، فإن   n fبما أن 

ابدالية . برهن أن مجموع كل المثاليات  (Noetherian ring)حلقة نوثيرية  Rليكن  .271

 . Rيكون مثالي متلاشي القوى أيضاً في  Rفي  (nilpotent ideals)المتلاشية القوى 

هى   I ∈i }iC = {N  نفرض أنابدالية .  )Noetherian ring(حلقة نوثيرية  Rليكن  الحل:

iN. نضع  Rفي  )nilpotent ideals(المثاليات المتلاشية القوى مجموعة كل 
I  ∈i 

N =   إذا .

متلاشية القوى ، فإن كل حلقة جزئية منها تكون أيضاً متلاشية القوى . بالتالي كل  Rكانت الحلقة 

الحلقة . نفرض أن  Rمثالي متلاشي القوى في يكون  Nيكون متلاشي القوى . إذن  Rمثالي في 

R  ليست متلاشية القوى . بما أنR  حلقة نوثيرية ، فإن المجموعةC عنصر عظيم  على تحتوي
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(maximal element)  مبرهنة( ، وليكن(M   بما أن .M ∈ C  فإن ،M  يكون مثالي متلاشي

يكون مثالي متلاشي القوى أيضاً  Rفي  مجموع أي مثاليين متلاشيي القوىلكن .  Rالقوى في 

. إذن                      I ∈i، لكل   Rيكون مثالي متلاشي القوى في  iM + N )مبرهنة( . إذن  Rفي 

C ∈i M + N   لكل ،I ∈i   لكن . iM + N ⊆M   ،  لكلI ∈i  .  لكنM   عنصر عظيم في

C  إذن . iM + N M =  ،  لكلI ∈i    إذن .M ⊆ iN  ،  لكلI ∈i  .   إذنM ⊆N  .  بما أن

C ∈M   فإنة يوجد ،I ∈j     بحيثjM = N  إذن . jN ⊆ iN
I  ∈i 

N =    إذن .jN = N  .

 . R يكون مثالي متلاشي القوى في  Nإذن 

لا تكون بصفة عامة  (Noetherian ring)حلقة نوثيرية اثبت أن الحلقة الجزئية من  .272

 حلقة نوثيرية . 

لا تكون بصفة عامة  (Noetherian ring)حلقة نوثيرية لاثبات أن الحلقة الجزئية من الحل: 

نوثيرية . نعتبر حلقة كثيرات  غيروحلقة جزئية منها  نوثيريةحلقة نوثيرية نعطي مثالاً لحلقة 

بما  .1تكون ابدالية وتحتوي محايد وهو العدد الصحيح  Q[x]الحلقة  لاحظ أن.  Q[x]الحدود 

)لأن أي حقل لا يحتوي على مثاليات غير  حلقة نوثيريةتكون  Q، فإن  (field)حقل  Qأن 

تكون  Q[x]ينتج أن  (Hilbert Basis Theorem)الأساسية  بديهية( . من مبرهنة هلبرت

 الثابتة )المطلقة( التي حدودها Q[x]هي مجموعة كل كثيرات الحدود في  R. ليكن  حلقة نوثيرية

تكون حلقة جزئية ابدالية من  R. من السهل اثبات أن   ∅ ≠ Rمن الواضح أن  أعداد صحيحة .

Q[x]   نبرهن أن  . 1وتحتويR نعتبر سلسلة المثاليات التالية تكون حلقة غير نوثيرية . 

 < x >    < 1/2 x >    < 1/4 x >    < 1/8 x >    …            (*) 

لا تحقق الشرط  R. إذن  Rغير منتهية في وتصاعدية سلسلة مثاليات  (*) من الواضح أن

ACC (Ascending chain condition)  إذن .R . تكون حلقة غير نوثيرية  

تكون حلقة   R / I، فاثبت أن الحلقة  Rمثالي في  Iحلقة نوثيرية . إذا كان  Rليكن  .273

 نوثيرية .

 . ليكن Rمثالي في  Iحلقة نوثيرية ، وليكن  Rليكن  الحل:

 J1  ⊆ J2  ⊆  … 
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من مبرهنة التناظر في الحلقات  . R / Iتصاعدية في الحلقة  سلسلة مثاليات 

)Correspondence theorem( لكل مثالي   ينتج أنةiJ الحلقة  فيR / I مثالي يوجد iJ  في

 . إذن   = 1i  ,2 … ,حيث    I i= J i J,  iJ ⊆I /، بحيث  Rالحلقة 

   J1 ⊆  J2  ⊆  … 

 ، بحيث  n ∈ N. إذن يوجد  حلقة نوثيرية R. لكن  Rتصاعدية في الحلقة تكون سلسلة مثاليات 

  Jn = Jn+1 = … 

 إذن 

 Jn = Jn+1 = … 

 . نوثيرية حلقة تكون  R / I الحلقةإذن 

حلقة نوثيرية ،  R[x]حلقة ابدالية تحتوي محايد . إذا كانت حلقة كثيرات الحدود  Rليكن  .274

 نوثيرية . حلقة تكون Rفبرهن أن 

   حلقة تكون  R[x]حلقة كثيرات الحدود  ، بحيثحلقة ابدالية تحتوي محايد  Rليكن الحل: 

( أن                      245، فإنة ينتج من تمرين ) حلقة ابدالية تحتوي محايد R. بما أن  نوثيرية

R ≅ R[x] / < x > ( أن الحلقة 269. لكن ينتج من تمرين )R[x] / < x > تكون حلقة 

 نوثيرية . حلقة تكون R. إذن  حلقة نوثيرية R[x]لأن  نوثيرية

 اذكر مثالاً لحلقة نوثيرية وغير أرتينية . .275

 .  أرتينيةحلقة نوثيرية وغير تكون  Zحلقة الأعداد الصحيحة الحل: 

 نوثيريةوغير  أرتينيةاذكر مثالاً لحلقة  .276

  الحل:

 Z(p∞ ) = { m /pm |  0 ≤ m ≤ pn  ,  m ∈ Z  ,  n = 0,1,2,… } 

 .  نوثيريةوغير  أرتينية )ابدالية وبدون عنصر محايد( حلقة تكون

 اذكر مثالاً لحلقة أرتينية تحتوي على حلقة جزئية غير أرتينية . .277

تكون حلقة جزئية غير  Z. تكون حلقة أرتينية  Q. بالتالي  حلقة أرتينية كل حقل يكونالحل: 

  .  Qأرتينية من 

 اذكر مثالاً لحلقة غير أرتينية تحتوي على حلقة جزئية أرتينية . .278
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تكون حلقة غير  F[x]حلقة كثيرات الحدود  حلقة أرتينية .تكون  Fحقل . إذن  Fليكن الحل: 

 أرتينية ، لأن

   < x >    < x2 >    < x3 >    … 

تحتوي تكون حلقة غير أرتينية و F[x]إذن  . F[x]تكون سلسلة غير منتهية من المثاليات في 

 . Fهي  على حلقة جزئية أرتينية

  ذكر مثالاً لحلقة غير نوثيرية وغير أرتينية .ا .279

 اثبات أنمن السهل .  Rإلى  Rهي مجموعة كل التطبيقات من  Map(R , R)ليكن الحل: 

Map(R , R) تكون حلقة ابدالية بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب التاليتين 

  (f + g)(x) = f(x) + g(x)  ,  (f g)(x) = f(x) g(x)   , ∀ x ∈ R . 

هو العنصر المحايد الجمعي في  x ∈ Rلكل   o(x) = 0، حيث  o : R → Rالتطبيق  

Map(R , R)  الحلقة .Map(R , R)  الوحدة تطبيقهو تحتوي على عنصر محايد ضربي           

1 : R → R  1، حيث(x) = x   لكلx ∈ R  الحلقة .Map(R , R)  تكون حلقة غير نوثيرية

 وغير أرتينية ، لأن:

 ليكن

Ir = { f ∈ Map(R , R) |  f(x) = 0 ,  ∀  – r  x  r }  , r ∈ R 

  R ∈r,sلكل   sI  rI. لاحظ أن   )R, R Map(تكون مثالي في الحلقة  rIمن السهل اثبات أن 

 .  s < r، بحيث  

 I1   I1/2   I1/3    … 

. إذن الحلقة              Map(R , R)تكون سلسلة تزايدية غير منتهية من مثاليات في الحلقة 

Map(R , R)  لا تحقق الشرطACC (Ascending chain condition) .  الحلقة إذن

Map(R , R)  . تكون حلقة غير نوثيرية 

 كذلك

 I1   I2   I3    … 

. إذن الحلقة              Map(R , R)تكون سلسلة تناقصية غير منتهية من مثاليات في الحلقة 

Map(R , R)  لا تحقق الشرطDCC (Descending chain condition)  الحلقة . إذن

Map(R , R) . تكون حلقة غير أرتينية 
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 اذكر مع الاثبات حلقة نوثيرية يمينية وغير نوثيرية شمالية . .280

 التالية نعتبر المجموعةالحل: 

  R = {[
x y

0 z
] |  x ∈ Z , y,z ∈ Q}   

تكون حلقة ابدالية بالنسبة لعمليتي جمع وضرب المصفوفات وتحتوي  Rمن السهل اثبات أن 

]محايد هو مصفوفة الوحدة 
1 0
0 1

] . 

هو أصغر  mليكن  . Rمثالي يميني في  Iتكون حلقة نوثيرية يمينية . نفرض  Rنثبت الآن أن 

] I ∋عدد صحيح موجب بحيث يوجد  
m y
0 z

 مثالي يميني ، فإن  I. بما أن  [

 [
m y
0 z

] [
1 0
0 0

]  , [
m y
0 z

] [
0 1
0 0

]  ∈ I   

 إذن

 [
m 0
0 0

]   ,  [
0 m
0 0

] ∈ I   

 إذن 

[
0 1
0 0

] = [
0 m
0 0

] [
0 0
0 1/m

]  ∈ I    

 إذن 

[
0 y
0 0

] = [
0 1
0 0

] [
0 0
0 y

]  ∈ I    

 كذلك

[
0 0
0 z

] = [
m y
0 z

] − [
m 0
0 0

] [
0 y
0 0

]  ∈ I 

]، فإن   z ≠ 0 إذا كان
0 0
0 1

]  ∈ I إذن . 

 I = 〈[
m 0
0 0

]  , [
0 1
0 0

]  , [
0 0
0 1

]〉 

 .  Rالحلقة يكون مثالي منتهي التوليد في  Iإذن 

]في الصورة  Iوإذا كان كل عنصر في 
𝑥 𝑦
0 0

، فإنة ينتج  x ∈ Z \{0}  ,  y ∈ Q، حيث   [

 مما سبق أن

 I = 〈[
m 0
0 0

]  , [
0 1
0 0

]〉 
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                ACCالشرط تحقق  Rيكون منتهي التوليد . بالتالي  Rإذن أي مثالي يميني في 

(Ascending chain condition) . إذن  للمثاليات اليمينيةR  تكون حلقة نوثيرية يمينية . فيما

 ة نوثيرية شمالية .تكون حلقلا   Rيلي نثبت أن 

 عدد صحيح موجب . ليكن nليكن 

 In = { [
0 a/2n

0 0
] | a∈Z }   

 ، لأن 1n+I  nI. لاحظ أن   Rيكون مثالي شمالي في الحلقة  nIمن السهل اثبات أن 

[
0 a/2n

0 0
] = [

2 0
0 0

] [0 a/2n+1

0 0
]     , ∀ a ∈ Z 

 إذن 

 I1   I2   I3    …           (*) 

 بما أن 

[0 a/2n+1

0 0
]  ≠   [

𝑥 𝑦
0 𝑧

] [
0 a/2n

0 0
]     , ∀ x,a ∈ Z  ,  y,z ∈ Q 

 ACCلا تحقق الشرط  R. إذن المتسلسلة )*( تكون غير منتهية . إذن الحلقة  nI  1n+Iفإن  

 لا تكون حلقة نوثيرية شمالية .  Rللمثاليات الشمالية . إذن 
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